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ОТ АВТОРОВ 

З а ч а с т у ю решение з а д а ч и по и н ф о р м а т и к е п р о т е к а е т 
с л е д у ю щ и м о б р а з о м : вы смотрите на постановку з а д а ч и 
и, используя приобретенные н а в ы к и и известные в а м 
методы, в ы д а е т е решение . П р и этом обычно неявно 
с ч и т а е т с я , что «первый в з г л я д — наиболее верный» , 
и если решение получено, то на этом « а к т творения» 
п р о г р а м м ы з а в е р ш е н . Н о насколько это «творение» я в 
л я е т с я з а к о н ч е н н ы м и э ф ф е к т и в н ы м ? О б ы ч н о при а н а л и 
зе т а к о г о р е ш е н и я о к а з ы в а е т с я , что первый в з г л я д мо
ж е т всего не увидеть , и что если после него еще чуть-
чуть п о д у м а т ь , то р е з у л ь т а т п о л у ч а е т с я намного л у ч ш е 
(что верно не только в и н ф о р м а т и к е ) . 

Учебное пособие п р е д н а з н а ч е н о д л я того, чтобы по
мочь в а м в ы б р а т ь э ф ф е к т и в н о е решение д л я поставлен
ной з а д а ч и и р а с с к а з а т ь о с т а н д а р т н ы х подходах к р е ш е 
нию з а д а ч по и н ф о р м а т и к е . 

Н е к о т о р ы е из р а с с м а т р и в а е м ы х в пособии з а д а ч в а м 
у ж е в с т р е ч а л и с ь в курсе м а т е м а т и к и . И н о г д а д л я этих 
з а д а ч п р е д л а г а ю т с я отличные от у ж е известных методы 
р е ш е н и я . Эти методы о р и е н т и р о в а н ы в первую очередь 
на применение компьютера , п о з в о л я ю щ е г о за небольшое 
в р е м я выполнить б о л ь ш и е о б ъ е м ы вычислений . 

Книга состоит из 5 г л а в , в которых п р и в о д я т с я сведе
ния из т а к и х о б л а с т е й м а т е м а т и к и , к а к геометрия , а р и ф 
м е т и к а , к о м б и н а т о р и к а и теория а л г о р и т м о в . Г л а в ы 
с о д е р ж а т теоретический м а т е р и а л , з а д а ч и д л я повторе
ния, з а д а ч и повышенной сложности и з а д а ч и д л я с а м о 
стоятельного р е ш е н и я . 

Теоретический м а т е р и а л н а п р а в л е н на то, чтобы д а т ь 
п р е д с т а в л е н и е об общих подходах и н а и б о л е е р а с п р о 
с т р а н е н н ы х и э ф ф е к т и в н ы х методах р е ш е н и я з а д а ч . 
Ф р а г м е н т ы а л г о р и т м о в п р и в о д я т с я на а л г о р и т м и ч е с к о м 
я з ы к е , принятом в базовом курсе . Д л я з а д а ч повы
шенной сложности приводятся у к а з а н и я по их р е ш е н и ю . 
В конце книги д а н ы П р и л о ж е н и я , с о д е р ж а щ и е алго
р и т м ы на я з ы к е П а с к а л ь . Теоретический м а т е р и а л , 
п р е д н а з н а ч е н н ы й д л я ф а к у л ь т а т и в н ы х з а н я т и й , обозна
чен з н а ч к о м *. 

П р и н а п и с а н и и б ы л а использована отечественная 
и з а р у б е ж н а я л и т е р а т у р а по теории а л г о р и т м о в . 
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Г л а в а 1. У Р А В Н Е Н И Е П Р Я М О Й 

Геометрия р а з в и в а е т с я по многим н а п р а в л е н и я м . 
Возникновение компьютеров п р и в е л о к появлению такой 
области м а т е м а т и к и , к а к в ы ч и с л и т е л ь н а я геометрия . 
П р и создании современных п р и л о ж е н и й часто требуется 
р а з р а б о т к а э ф ф е к т и в н ы х а л г о р и т м о в д л я определения 
в з а и м о р а с п о л о ж е н и я р а з л и ч н ы х объектов на плоскости, 
вычисления расстояний м е ж д у ними, вычисления п л о щ а 
дей фигур и д р . 

В д а н н о й г л а в е и з л а г а е т с я м а т е р и а л , частично из
вестный вам из курса м а т е м а т и к и . М ы р а с с м о т р и м 
методы решения геометрических з а д а ч , которые э ф ф е к 
тивно р е а л и з у ю т с я с помощью к о м п ь ю т е р а , что позволит 
вам по другому в з г л я н у т ь на вопросы, и з у ч а е м ы е в р а м 
ках школьного курса геометрии. Д л я этого придется 
воспользоваться а н а л и т и ч е с к и м п р е д с т а в л е н и е м геомет
рических объектов . 

§ 1. П Р Я М Ы Е И О Т Р Е З К И НА ПЛОСКОСТИ 

1.1. Формы записи уравнения прямой 

В з а д а ч а х часто приходится з а д а в а т ь на плоскости 
р а з л и ч н ы е геометрические о б ъ е к т ы . П р о с т е й ш и м и гео
метрическими ф и г у р а м и на плоскости я в л я ю т с я точка 
и п р я м а я . Точка з а д а е т с я у к а з а н и е м координат , н а п р и 
мер Л (15; —5),'B(xi\ П р я м у ю м о ж н о з а д а в а т ь 
с помощью у р а в н е н и я прямой . С у щ е с т в у ю т р а з л и ч н ы е 
ф о р м ы з а п и с и у р а в н е н и я прямой . В ы б о р какой-то конк
ретной з а в и с и т от исходных д а н н ы х , з а д а ю щ и х п р я м у ю 
на плоскости. ( М о г у т быть з а д а н ы координаты двух 
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точек, через которые проводится п р я м а я , или к о э ф ф и ц и 
енты при неизвестных в линейном уравнении . ) 

В д е к а р т о в ы х координатах к а ж д а я п р я м а я о п р едел я 
ется у р а в н е н и е м первой степени. У р а в н е н и е вида 

н а з ы в а е т с я общим уравнением прямой. 
Если в общем уравнении п р я м о й коэффициент при 

у не р а в е н нулю, то у р а в н е н и е можно решить относитель
но у: 

О б о з н а ч а я 6 = — — и 6 = — — , получаем у р а в н е н и е 

вида y — kx-\-b. Если ж е B — Q, то у р а в н е н и е имеет вид 

С 
Х = ~ Т 

У р а в н е н и е y = kx-\-b н а з ы в а е т с я уравнением прямой 
с угловым коэффициентом; k — угловой коэффициент , 
b — величина отрезка , который отсекает п р я м а я на оси 
Оу, с ч и т а я от н а ч а л а координат (рис . I) . 

У р а в н е н и е у — y0 = k(x — х0) — это уравнение прямой 
с угловым коэффициентом k, которая проходит через 
точку с координатами (х0; j 0 ) . 

Р а с с м о т р и м две точки с к о о р д и н а т а м и (д^; ух) и 

Ах + Ву + С = 0 

У = — в х ~ 
с_ 
В' 

А С 

х 

Рис. 1 Рис. 2 

5 



(хь У2% л е ж а щ и е на прямой y==kx-\-b. Их координаты 
удовлетворяют уравнению прямой: 

yl = kxl + b, y2 = kx2 + b. 

Вычитая из второго равенства первое, имеем 

У2 — У1 = к(х2 — х1), или k=-—-. 
х2— х\ 

Пусть точка с координатами (х; у) — произвольная 
точка на прямой, проходящей через точки с координата
ми (*,; yt) и (х2\ у2) (рис. 2) . Тогда, с учетом того факта, 
что она имеет тот ж е коэффициент наклона, получаем 

Поэтому 
У — У\ Уг — У\ и л и х—х, у — у, 
X — Jf | Х2 — х\ Х2— X, у2 — У\ 

У р а в н е н и е 
х—х, _ у—у, 

х2 — х\ Уч У\ 

я в л я е т с я уравнением прямой, которая проходит через 
точки с координатами (# , ; у,) и (хг; у2)-

Н е д о с т а т к о м этой ф о р м у л ы я в л я е т с я ее неопреде
ленность при хх — х2 и (или) ух = у2. Поэтому ее л у ч ш е 
и с п о л ь з о в а т ь в виде 

(х—х,) (г/ 2 — ух) — (у — г/,) (х2 — дс,) = 0. 

Н е т р у д н о з а м е т и т ь , что в ы р а ж е н и е 
(* — Xi)(y2 — Ух)—(У — У\)(Х2 — х{) 

м о ж е т быть приведено к виду 
Ах + Ву + С, 

где А = у2— г/„ В = хх — х2, С= —xx(y2 — yl) + yl{x2 — xi). 
А л г о р и т м д л я о п р е д е л е н и я значений коэффициентов 

А, В, С общего у р а в н е н и я п р я м о й , проходящей через 
точки ( jc , ; г/,) и (х2; у2), будет с л е д у ю щ и м 1 : 

1 Здесь и далее приводятся только фрагменты алгоритмов. 
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A : = y 2 — y l 
B : = x l - x 2 (1.1) 
С : = — x l * ( y 2 — y l ) 4 - y l * ( x 2 — x l ) 

Р а с с м о т р и м пример : xt = 0, ух = 0, х2=1, у2 = 2. У р а в 
нение прямой , проходящей через точки (х{; ух) и (х2; у2), 
будет с л е д у ю щ и м : 

А = у 3 - У 1 = 2-0 = 2, 
В = ху—х2 = 0 — 1 = — 1, 
С = - х , (y2-yi) + y[(x2-xl)=0-2 + 0-l=0. 
С л е д о в а т е л ь н о , у р а в н е н и е прямой будет иметь вид 

2х — гу = 0. 

1.2. Положение точек относительно прямой 

М н о ж е с т в о точек прямой , проходящей через две точ
ки с к о о р д и н а т а м и (х{, ух) и (х 2 ; у2), удовлетворяет у р а в 
нению 

(x — xi)(y2 — y1) — (y — yl){x2 — xl) = 0. 

Это значит , что если имеется точка с к о о р д и н а т а м и 
(х0; г/0) и ( х 0 — хх)(у2 — ух) — (у0 — ух){х2 — х{) = 0, 

то эта точка л е ж и т на прямой . В д а л ь н е й ш е м вместо 
в ы р а ж е н и я 

(* — Xi)(y2 — yi) — (y — yi)(x2 — Xi) 
мы иногда будем использовать д л я к р а т к о с т и обозна
чение 

Ах + Ву + С или f(xi, уь х2, у2, х, у). 

П р я м а я Ах + By + С — 0, п р о х о д я щ а я через две з а 
д а н н ы е точки с к о о р д и н а т а м и (х, ; у{) и (х2; у2), р а з б и в а е т 
плоскость на две полуплоскости . Р а с с м о т р и м в о з м о ж н ы е 
з н а ч е н и я в ы р а ж е н и я Ах-\-Ву-\-С. 

1) Ах-\-Ву-\~С = 0 — о п р е д е л я е т геометрическое ме
сто точек, л е ж а щ и х на прямой . 

З а п и ш е м алгоритм д л я определения , л е ж и т ли точка 
с к о о р д и н а т а м и (х3; у 3 ) на п р я м о й , проходящей через 
точки (х,; у{) и (х 2 ; у2). П е р е м е н н а я Р — п е р е м е н н а я 
логического типа , к о т о р а я имеет значение «истина» , если 
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точка л е ж и т на прямой , и имеет значение « л о ж ь » в про
тивном случае . 

Р : = «ложь» 
если (хЗ — x l ) * ( y 2 — y l ) — (уЗ — y l ) * ( x 2 — х1) = 0 

| то Р : = « и с т и н а » (1-2) 
все 

2) Ах-\-Ву-\- С > 0 — о п р е д е л я е т геометрическое мес
то точек, л е ж а щ и х по одну сторону от прямой . 

3) Ах-\-Ву-\-С<0— о п р е д е л я е т геометрическое мес
то точек, л е ж а щ и х по д р у г у ю сторону от прямой . 

Это значит , что если д л я двух точек с коорди
н а т а м и (х 3 ; уа) и (л:4; г/4) з н а ч е н и я в ы р а ж е н и й Л х 3 + 
-\-Ву3-\-С и Л х , + Вг/ 4 + С имеют р а з н ы е з н а к и , то эти 
точки л е ж а т по р а з н ы е стороны от п р я м о й , проходящей 
через точки с к о о р д и н а т а м и (л:,; ух) и (х2; у2), а если 
одинаковые , то эти точки л е ж а т по одну сторону от 
прямой . П р и этом число 0 имеет з н а к и « + » и « — » . 

Н а рисунке 3 точки (хъ; у3) и (х 4 ; г/4) л е ж а т по 
одну сторону от прямой , точки ( j c 3 ; у3) и (х5; уь) — 
по р а з н ы е стороны от прямой , а точка (# 6 ; у6) л е ж и т на 
прямой . 

Р а с с м о т р и м пример : Jt, = 1, # i = 2, х2 = Ъ, г/2 = 6. 
У р а в н е н и е п р я м о й , проходящей через точки (*,; ух) 
и (х2; у2), будет с л е д у ю щ и м : 

^ = ^ 2 — ^1 = 6 — 2 = 4, 
В=х{—х2=1 — 5 = — 4 , 
С = —х1{у2 — у1) + 

+ г/, (х2 — * , ) — — 1-4 + 
+ 2 - 4 = 4. 

С л е д о в а т е л ь н о , у р а в 
нение п р я м о й будет иметь 
вид: 4х — 4г/ + 4 = 0, или 
х — г / + 1 = 0. П о д с т а в и м 
к о о р д и н а т ы точек (3; 4), 
( 1 ; 1), (2; 0) , (0; 2) в у р а в -

Рис. з нение прямой . Получим: 
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1 - 3 - 1 . 4 + 1 = 0 , 1 - 2 — 1 - 0 + 1 Х ) , 
Ы — Ы + 1 > 0 , 1 - 0 - 1 - 2 + К О . 

С л е д о в а т е л ь н о , точка (3; 4) л е ж и т на п р я м о й , точки 
( 1 ; 1) и (2; 0) л е ж а т по одну сторону от п р я м о й , а точки 
( 1 ; 1) и (0; 2) — по р а з н ы е стороны от п р я м о й . 

А л г о р и т м определения в заимного р а с п о л о ж е н и я то
чек (х 3 ; у3) и (х4; у4) относительно прямой , проходящей 
через точки (хх; ух) и (х2, у2), м о ж н о з а п и с а т ь с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м : 

L : = «по одну» 
Z l : = ( х З — x l ) * ( y 2 — y l ) — ( У 3 - у 1 ) * ( х 2 — x l ) 

Z 2 : = ( х 4 — x l ) * ( y 2 - y l ) - ( y 4 - y l ) * ( x 2 — x l ) 

если Z 1 * Z 2 < 0 
| то L : = « n o р а з н ы е » (1-3) 
все 

1.3. Взаимное расположение двух отрезков 

П у с т ь нам необходимо о п р е д е л и т ь в з а и м н о е располо
ж е н и е двух отрезков . О т р е з к и на плоскости з а д а н ы 
к о о р д и н а т а м и своих концевых точек. П р е д п о л о ж и м , что 
к о н ц е в ы е точки одного из отрезков имеют к о о р д и н а т ы 
(хх; ух) и (х2; у2), а концевые точки другого — (х3; у3) и 
(х4; у4). П у с т ь общее у р а в н е н и е первой п р я м о й , проходя
щей через точки (хх\ г/,) и (х2; у2), имеет вид 

А1х + В1у + С1 = 0, 
а у р а в н е н и е второй прямой , проходящей через точки (х3; 
г/3) и (х4; у4), в ы г л я д и т так : 

А2х + В2у + С2 = 0. 

О п р е д е л и м р а с п о л о ж е н и е точек (х3; уъ) и (х4; у4) 
относительно первой прямой . Если они р а с п о л о ж е н ы по 
одну сторону от прямой , то отрезки не могут п е р е с е к а т ь 
ся . Аналогично м о ж н о о п р е д е л и т ь п о л о ж е н и е точек 
(хх; ух) и (х2; у2) относительно другой прямой . 

Т а к и м о б р а з о м , если з н а ч е н и я п а р ы в ы р а ж е н и й 
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У 

о 

Рис. 4 

£ | = ^ i * 3 + £ i # i 4  C , 

и Z2 = Alx4 + Bly4 + Cl 

имеют р а з н ы е з н а к и или 
Z ,  Z 2 = 0, а т а к ж е п а р ы 

Z3 = A2x{ + B2y{ + C2 

и 2 4 = Л2лг2 + В 2 У 2 + С 2 

имеют р а з н ы е з н а к и или 
Z 3  Z 4 = 0, то отрезки пересека 

ются. Если ж е з н а ч е н и я п а р 
в ы р а ж е н и и Z 9 или Z, 

и Z 4 имеют о д и н а к о в ы е з н а к и , то о т р е з к и не пересека 

ются. 
Р а з л и ч н ы е с л у ч а и р а с п о л о ж е н и я отрезков п о к а з а н ы 

на рисунке 4. 
Н а этом рисунке отрезки с к о н ц а м и в точках (д^; /у,), 

{х2\ у2) и (х4; у4), (х 5 ; у5) п е р е с е к а ю т с я , отрезки с к о н ц а м и 
в точках (*,; #,) , (х2, у2) и (х3; у3), (х4, у4) не п е р е с е к а ю т с я , 
а отрезки с к о н ц а м и в точках (х3; у3), (х4, у4) и (х4\ у4) 
и (х^ Уь) имеют о б щ у ю вершину . П о с л е д н и й с л у ч а й 
м о ж н о с ч и т а т ь ч а с т н ы м с л у ч а е м пересечения . 

Алгоритм д л я о п р е д е л е н и я , п е р е с е к а ю т с я ли д в а 
о т р е з к а с к о н ц а м и в точках {хх; у{), (х2; у2) и (х3; у3), (х 4 ; 
у4), будет с л е д у ю щ и м : 

Р : = «истина» 
Z I : = ( x 3 — x l ) * ( y 2 

Z 2 : = (х4 — x l ) * ( y 2 

если Z l * Z 2 > 0 
| то Р : = « л о ж ь » 
все 

Z 3 : = ( x l — х З ) * ( у 4 

Z 4 : = ( х 2  х З ) * ( у 4 

если Z 3 * Z 4 > 0 
| то Р : = « л о ж ь » 
все 

• У 1 )  ( у З  у 1 ) * ( х 2  х 1 ) 

• у 1 )  ( у 4  у 1 ) * ( х 2  х 1 ) 

(1.4) 

• У 3 )  ( у 1 

• У 3 )  ( у 2 

у З ) * ( х 4 

у З ) * ( х 4 

•хЗ) 

•хЗ) 

П р и в е д е н н ы й ф р а г м е н т а л г о р и т м а не у ч и т ы в а е т 
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к р а й н е й ситуации , когда д в а о т р е з к а л е ж а т на одной 
п р я м о й . В этом с л у ч а е 

(*з — х,)(уа — yt)~(Уз—yi)(x2 — xt)=0 и ( х 4 — х , ) Х 
Х(у2—У\)—(У*—Ух)(х2—х,)=0. 

Н а рисунке 5 отрезки , л е ж а щ и е на одной п р я м о й , не 
п е р е с е к а ю т с я , а на рисунке б — п е р е с е к а ю т с я . 

Д л я того чтобы о п р е д е л и т ь в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е 
таких отрезков, поступим следующим образом. Обозначим 

k{ — m\n(x{, х2); k2 — ma\{xi\ х2); fc3 = m i n ( x 3 ; х4)\ k4 = 
= т а х ( д г 3 ; x4). 

З д е с ь ky я в л я е т с я левой , a k2 — правой точкой про
екции первого о т р е з к а (отрезка , з а д а н н о г о к о о р д и н а т а м и 
(Хи У\)у (х2; у2)) на ось Ох. Аналогично k3 я в л я е т с я левой , 
a k4 — п р а в о й точкой проекции второго о т р е з к а ( о т р е з к а , 
з а д а н н о г о к о о р д и н а т а м и (х3; у3), (х4; у4)) на ось Ох. Ана 
логично ищем проекции на ось Оу. 

О т р е з к и , л е ж а щ и е на 
одной прямой , будут пере
с е к а т ь с я тогда , когда их 
проекции на к а ж д у ю ось 
п е р е с е к а ю т с я . ( С л е д у е т 
з а м е т и т ь , что если проек
ции двух произвольных 
о т р е з к о в п е р е с е к а ю т с я , 
то это не значит , что и 
с а м и отрезки п е р е с е к а 
ются , что видно на ри
сунке 7.) Рис. 7 
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Д л я о п р е д е л е н и я взаимного р а с п о л о ж е н и я проекций 
на ось Ох воспользуемся с л е д у ю щ и м ф а к т о м (см. рис . 
5 и 6): координата левой точки пересечения проекций Lx 

р а в н а т а х ( й , ; й 3 ) , т. е. м а к с и м а л ь н о й из координат 
л е в ы х точек проекций . Р а с с у ж д а я аналогично д л я п р а 
вых точек проекций, получим, что координата правой 
точки Rx пересечения р а в н а min (k2, й 4 ) . Д л я того чтобы 
отрезки п е р е с е к а л и с ь , необходимо, чтобы л е в а я коорди
н а т а пересечения проекций б ы л а не больше правой 
координаты пересечения отрезков ( такой случай имеет 
место на рис. 5, когда Lx = x3, a Rx = x2). Поэтому услови
ем пересечения проекций я в л я е т с я выполнение нера
венства LX^RX. 

Аналогично м о ж н о вычислить величины Ly и Ry, в з я в 
соответствующие проекции на ось Оу. 

Следует отметить , что д л и н а пересечения проекций 
в этом с л у ч а е р а в н а величине Rx—Lx (если Rx—Lx = О, 
то проекции имеют только о б щ у ю точку) . 

Д л я определения места пересечения отрезков (если 
известно, что они п е р е с е к а ю т с я ) , достаточно определить 
точку пересечения прямых , на которых эти отрезки 
л е ж а т . 

Пусть Alx-\-Bly-\-Cl = Q — у р а в н е н и е прямой , прохо
д я щ е й через концевые точки первого отрезка , а А2х-\-
- j - f i 2 t y + C 2 = 0 — уравнение прямой, проходящей через кон
цевые точки второго о т р е з к а . 

Тогда д л я определения точки пересечения отрезков 
достаточно р е ш и т ь систему уравнений 

Д о м н о ж и в первое у р а в н е н и е на А2, а второе — на Аи 

1.4. Точка пересечения отрезков 

получим 
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(А2А1х + АяВ1у=—АаС1, 

[A1A2x + AlB2y=-AlC2. 

В ы ч и т а е м из первого у р а в н е н и я второе и находим 
значение у: 

У = А2В,-А,В2 

Аналогично вычисляем значение х: 

в,с2—В2С, 
В%А2 — В,А2 

Это с п р а в е д л и в о в случае , если А2-Вх— А1-В2Ф0. Н о 
мы у ж е з н а е м , что отрезки п е р е с е к а ю т с я и не л е ж а т на 
одной прямой , а это невозможно , если А2-Вх— АгВ2 = 0. 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Как о п р е д е л и т ь к о э ф ф и ц и е н т ы о б щ е г о у р а в н е н и я п р я м о й , 
если известно уравнение п р я м о й с угловым к о э ф ф и ц и е н т о м ? 

2. Каким м о ж е т быть в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е о т р е з к а и п р я 
м о й ? 

3. Как о п р е д е л и т ь , что о т р е з к и п а р а л л е л ь н ы ? 
4. Как о п р е д е л и т ь в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е двух п а р а л л е л ь 

ных о т р е з к о в ? 

§ 2. Р А С С Т О Я Н И Е КА ПЛОСКОСТИ 

2 . 1 . Расстояние м е ж д у точками. 
Расстояние от точки д о прямой 

Р а с с т о я н и е м е ж д у точками Мх (х{; ух) и М2(х2; у2) на 
плоскости (рис . 8) о п р е д е л я е т с я по ф о р м у л е 

D ^ ( x A - x 2 f + ( y i - y 2 f . 

Р а с с т о я н и е от точки до прямой на плоскости опреде
л я е т с я к а к д л и н а о т р е з к а п е р п е н д и к у л я р а , опущенного 
из точки на п р я м у ю . У р а в н е н и е вида 
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Ах . By . С _ п 

j . ~г" j ~т~ j о, 

где Т=\А2-\-В2, причем С < ! 0 (чего можно достигнуть 
изменением з н а к а в ы р а ж е н и я ) , н а з ы в а е т с я нормальным 
уравнением прямой. Это у р а в н е н и е о б л а д а е т тем свой

ством, что при подстановке к о о р д и н а т произвольной 
точки в в ы р а ж е н и е {Ах-\- By -\- С)/Т получается значе

ние, по абсолютной величине р а в н о е р а с с т о я н и ю от 
точки до прямой (рис . 9). 

З а п и ш е м алгоритм д л я о п р е д е л е н и я р а с с т о я н и я от 
точки (х3; у3) до прямой , проходящей через точки {хх; у{) 
и (х2; у2): 

А : = у 2 — y l 
В : = x l — х2 
С : = x l * ( y 2 — y l ) + y l * ( x 2 — x l ) (1.5) 

Т : = S Q R T ( A * A + B * B ) 
D : = A B S ( ( A * x 3 + B * y 3 + C ) / T ) 

Р а с с м о т р и м пример . Пусть хх = 0, / у , = 0 , х2 — 3, у2 = 4, 
х3= — 1, у3 = 7. Тогда у р а в н е н и е прямой , проходящей 
через точки (л:,; у{) и (х2; у2), будет с л е д у ю щ и м : 

Л = г/2 — ^ 1 = 4 — 0 = 4, 
В — хх — х2 — 0 — 3 = — 3, 
С = = ~xi(Vz~ yi) + yi(x2 — *i) = 0  4 + 0  3 = 0, 
Т=^А* + В2 = V 4  4 + ( — 3 ) ( — 3 T = V 2 5 = 5 , 
£> = \(Ax3 + By3+C)/T\ = | ( 4 (  l ) + ( _ 3 ) 7 + 

+ 0 ) / 5 | = 5 . 
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2.2. Расстояние м е ж д у точкой и отрезком 

Д л я о п р е д е л е н и я р а с с т о я н и я м е ж д у точкой и отрез 
ком необходимо выяснить , п е р е с е к а е т ли п е р п е н д и к у л я р , 
о п у щ е н н ы й из д а н н о й точки на п р я м у ю , п р о х о д я щ у ю 
через концы о т р е з к а , с ам отрезок . Если п е р п е н д и к у л я р 
п е р е с е к а е т отрезок , то р а с с т о я н и е м е ж д у точкой и отрез 
ком р а в н о р а с с т о я н и ю м е ж д у точкой и прямой , проходя
щей через отрезок . (Эту з а д а ч у вы у ж е умеете р е ш а т ь . ) 

Е с л и п е р п е н д и к у л я р не п е р е с е к а е т отрезок , то р а с 
стояние м е ж д у точкой и отрезком р а в н о м и н и м а л ь н о м у 
из р а с с т о я н и й м е ж д у точкой и одним из концов о т р е з к а . 

Д л я о п р е д е л е н и я в з а и м н о г о р а с п о л о ж е н и я о т р е з к а 
и п е р п е н д и к у л я р а поступим с л е д у ю щ и м о б р а з о м . 

Р а с с м о т р и м треугольник , о б р а з о в а н н ы й т р е м я точка 
ми, две из которых (хх; ух) и (х2; у2) я в л я ю т с я к о н ц а м и 
д а н н о г о о т р е з к а , а третья — д а н н а я точка с к о о р д и н а т а 
ми (ж 3; у3) (рис . 10). Конечно, м о ж е т о к а з а т ь с я , что все 
точки л е ж а т на одной п р я м о й и такого т р е у г о л ь н и к а не 
существует . В этом с л у ч а е , однако , мы будем п о л а г а т ь , 
что треугольник существует , п р а в д а он в ы р о ж д е н н ы й 
(особый) . В в ы р о ж д е н н о м треугольнике в е р ш и н ы могут 
л е ж а т ь на одной п р я м о й (см. рис . 10, а). 

Б о л е е того, мы будем п о л а г а т ь , что д а н н ы й отрезок 
я в л я е т с я основанием р а с с м а т р и в а е м о г о т р е у г о л ь н и к а 
(см . рис. 10, б, в). 

П р и т а к и х п р е д п о л о ж е н и я х д л я р е ш е н и я исходной 
з а д а ч и нам достаточно определить , я в л я е т с я ли один из 
углов при основании т у п ы м . Д е й с т в и т е л ь н о , если один из 

х2у2 

а 6 

Рис. 10 
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углов при основании тупой, то п е р п е н д и к у л я р , опущен
ный из вершины, соответствующей исходной точке , не 
п о п а д а е т на основание (отрезок) . Если угол не тупой, то 
п е р п е н д и к у л я р , опущенный из в е р ш и н ы , соответствую
щей исходной точке, п о п а д а е т на основание (отрезок) . 

Д л я решения последней з а д а ч и воспользуемся следу
ющим свойством. Пусть а, Ь, с — д л и н ы сторон треуголь 
ника, причем с •— д л и н а основания . Тогда треугольник 
я в л я е т с я тупоугольным при основании , если 

а2>Ь2 + с2 или Ь2>а2+с2. 

Поэтому, вычислив з н а ч е н и я к в а д р а т о в длин сторон, 
нетрудно определить , п е р е с е к а е т ли п е р п е н д и к у л я р , опу
щенный из точки (х3; у3) на п р я м у ю , отрезок с концами 
в точках {х{, ух) и (х2; у2). И если не пересекает , то р а с 
стояние от точки до отрезка равно минимуму из величин 
а, Ь. Если ж е пересекает , то необходимо воспользоваться 
ф о р м у л о й р а с с т о я н и я от точки до прямой . 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Как о п р е д е л и т ь р а с с т о я н и е м е ж д у д в у м я точками? 
2. Ч е м у р а в н о р а с с т о я н и е м е ж д у точкой и прямой? 
3. Как о п р е д е л я е т с я р а с с т о я н и е м е ж д у о т р е з к а м и ? 

§ 3 . М Н О Г О У Г О Л Ь Н И К И 

3 .1 . Виды многоугольников 

Ломаной н а з ы в а е т с я ф и г у р а , к о т о р а я состоит из то
чек Аь А2, Ап и соединяющих их отрезков АУАЪ А2А3, 

Ап_хАп (рис . 11, а ) . Точки н а з ы в а ю т с я вершинами 
л о м а н о й , а отрезки — звеньями. Н а и б о л е е р а с п р о с т р а 
ненным способом з а д а н и я л о м а н о й я в л я е т с я использова
ние т а б л и ц ы , элементы которой соответствуют координа
там вершин л о м а н о й в п о р я д к е ее обхода из одного 
конца в другой . Длиной ломаной н а з ы в а е т с я сумма длин 
ее звеньев . 
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Рис. 11 

Многоугольником н а з ы в а е т с я з а м к н у т а я л о м а н а я ли
ния без самопересечений (рис . 1 1 , 6 ) . 

Плоским многоугольником н а з ы в а е т с я конечная 
часть плоскости, о г р а н и ч е н н а я многоугольником (рис . 
11, в). 

Обход плоского многоугольника н а з ы в а е т с я положи
тельным, если при обходе о б л а с т ь р а с п о л о ж е н а по ле
вую руку, и отрицательным, если о б л а с т ь остается по 
п р а в у ю руку . 

Р а с с т о я н и е м е ж д у ф и г у р а м и на плоскости о п р е д е л я 
ется к а к д л и н а минимального о т р е з к а , один конец кото
рого п р и н а д л е ж и т одной фигуре , а второй конец — дру 
гой ф и г у р е . 

3.2. Выпуклость многоугольников 

Многоугольник я в л я е т с я выпуклым, если д л я к а ж д о й 
п р я м о й , проходящей через л ю б у ю его сторону, все 
о с т а л ь н ы е в е р ш и н ы л е ж а т в одной полуплоскости отно
сительно прямой . П р о в е р и м д л я к а ж д о й п р я м о й , прохо
д я щ е й через в е р ш и н ы (х,.; У\) и (х2, у2), (х2\ у2) и (х3; у3), 

(x„-i\ Уп-\) и (*„; у„), (хп; уп) и (*,; г/,), в з а и м н о е распо
л о ж е н и е вершин многоугольника . Если они к а ж д ы й р а з 
р а с п о л о ж е н ы в одной полуплоскости относительно про
веденной прямой , то многоугольник в ы п у к л ы й . Если ж е 
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Рис. 12 

н а й д е т с я п р я м а я , п р о х о д я щ а я через одну из сторон, 
и п а р а вершин многоугольника , л е ж а щ и х по р а з н ы е 
стороны относительно проведенной п р я м о й , то много
угольник не я в л я е т с я в ы п у к л ы м . С л у ч а и выпуклого и не
выпуклого многоугольников и з о б р а ж е н ы на р и с у н к е 12. 

М о ж н о з а м е т и т ь , что д л я к а ж д о й п р я м о й , проходя
щей через в е р ш и н ы (*,; t/,) и ( х 2 ; у2), (х2, у2) и (х 3 ; уъ), 
(*„_i ; # „ _ , ) и {хп; уп), (х„; уа) и (*,; у , ) , достаточно о г р а н и 
читься определением в з а и м н о г о р а с п о л о ж е н и я вершин 
многоугольника (х„; уп) и (х3; уъ), (ж,; */,) и (х 4 ; у4) 
(хп-2> Уп-г) и (*,; У\), (x„_ i ; y„-i) и (х2; у2) соответственно. 
Е с л и они к а ж д ы й р а з р а с п о л о ж е н ы в одной полуплоско
сти относительно проведенной п р я м о й , то многоугольник 
в ы п у к л ы й . Если ж е найдется п р я м а я и п а р а вершин 
многоугольника , л е ж а щ и х по р а з н ы е стороны относи
тельно проведенной прямой , то многоугольник не я в л я 
ется в ы п у к л ы м . Поэтому д л я о п р е д е л е н и я , я в л я е т с я ли 
многоугольник в ы п у к л ы м , достаточно воспользоваться 
а л г о р и т м о м (1.6). 

L : == « В ы п у к л ы й » 
нц д л я i от 1 до п 

j : = m o d ( i , n ) - f - l гномер вершины после вершины i 
k : = m o d ( j , п ) + 1 :номер вершины после вершины j 
m : = i — 1 
если i = 1 
I то m : = n :номер вершины перед вершиной i 

Z l : = ( х [ m ] - x [i])*(y [ j ] - y [ i ] ) - ( y [ r n ] - y [i])*(x [ j ] -

- х Ш ) 

все (1-6) 
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Z 2 : = ( x [ k ] - x [ i ] ) * ( y [ j ] - y [ i ] ) - ( y [ k ] - y [ i ] ) * ( x [ j ] -

- x [ i ] ) 
если Z 1 * Z 2 < 0 
I то L : = « Н е в ы п у к л ы й » 
все 

кц 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Какие б ы в а ю т о б х о д ы м н о г о у г о л ь н и к а ? 

2. Какой м н о г о у г о л ь н и к н а з ы в а е т с я в ы п у к л ы м ? 

§ 4. П Л О Щ А Д И Ф И Г У Р 

4 . 1 . Площадь треугольника 
Д л я вычисления п л о щ а д и т р е у г о л ь н и к а (рис . 13) из

вестна ф о р м у л а Герона: 
S=^p(p~a)(p-b)(p-c), 

где а, Ь, с — д л и н ы сторон треугольника , а р — его 
п о л у п е р и м е т р , т. е. р = (а-\-b + с ) / 2 . 

Т а к к а к при з а д а н н ы х к о о р д и н а т а х вершин треуголь 
ника можно вычислить д л и н ы его сторон, то алгоритм 
поиска п л о щ а д и треугольника сводится к поиску длин 
сторон и использованию ф о р м у л ы Герона . 

р : = ( а + Ь + с ) / 2 (1.7) 
S : = S Q R T ( р * ( р — а ) * ( р — Ь ) * ( р — с ) ) 

О д н а к о такой метод вычисления п л о щ а д и имеет 
один существенный недостаток: необходимо выполнение 
о п е р а ц и и н а х о ж д е н и я к в а д 
ратного корня из числа . П р и 
выполнении этой операции 
часто происходит потеря точ
ности, что м о ж е т привести к 
получению не совсем точного 
р е з у л ь т а т а . Поэтому , чтобы 
и з б е ж а т ь в о з м о ж н ы х оши
бок, в д а л ь н е й ш е м будут 
и с п о л ь з о в а т ь с я другие фор
м у л ы . Рис. 13 

а А \\\\хш& 
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4.2. Площадь прямоугольника 
Хгу2 

М ы будем р а с с м а т р и в а т ь 
п р я м о у г о л ь н и к и , стороны кото
рых п а р а л л е л ь н ы осям коорди
нат (рис . 14). 

В этом с л у ч а е прямоуголь 
ник м о ж е т быть определен од
ной из своих д и а г о н а л е й . Это 
значит , что п а р а точек на пло
скости с к о о р д и н а т а м и (х{; у{) Рис. 14 

и (х2; у2), соответствующая к о н ц а м д и а г о н а л и , однознач
но о п р е д е л я е т р а с п о л о ж е н и е и р а з м е р п р я м о у г о л ь н и к а . 
Такое з а д а н и е более удобно вместо описания прямоуголь 
ника посредством последовательности вершин в п о р я д к е 
обхода . К р о м е того, при т а к о м з а д а н и и легко в ы ч и с л и т ь 
п л о щ а д ь п р я м о у г о л ь н и к а по ф о р м у л е 

где \(x2 — Xi)\ — д л и н а проекции п р я м о у г о л ь н и к а на ось 
Ох (длина стороны, параллельной оси Ох), а \(у2 — у{)\ — 
д л и н а проекции п р я м о у г о л ь н и к а на ось Оу (длина 
стороны, п а р а л л е л ь н о й оси Оу). 

М ы будем р а с с м а т р и в а т ь т р а п е ц и и , основания кото
рых п а р а л л е л ь н ы оси Оу, одна из боковых сторон л е 

ж и т на оси Ох, а д р у г а я распо-

S=\(x2 — xi)(y2 — y1)\, 

4 .3 . Площадь трапеции 

л о ж е н а в ы ш е оси Ох (рис . 15). 
В этом с л у ч а е т р а п е ц и я мо

ж е т быть определена п а р о й то
чек (*,; ух) и (х2; у2), соответст
вующих в е р ш и н а м т р а п е ц и и , 
не л е ж а щ и м на оси Ох. П р и 
таком з а д а н и и легко вычис
л и т ь п л о щ а д ь трапеции по 
ф о р м у л е 

О х 

Рис. 15 
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s 1*2 — *il(y a + yt) 
2 

где \x2 — X [ | — в ы с о т а трапеции, a y2 я У\— длины ее 
оснований. 

С н а ч а л а мы р а с с м о т р и м плоские многоугольники, 
р а с п о л о ж е н н ы е в ы ш е оси Ох. 

Т р а д и ц и о н н о при подсчете п л о щ а д и произвольно
го многоугольника его р а з б и в а ю т на треугольники 
и находят п л о щ а д ь к а ж д о г о из них. С у м м а п л о щ а д е й 
этих треугольников р а в н а п л о щ а д и данного многоуголь
ника . 

О д н а к о при этом возникает вопрос, к а к и м о б р а з о м 
д е л а т ь это р а з б и е н и е , если многоугольник з а д а н коорди
н а т а м и л о м а н о й в порядке ее обхода и при этом не 
я в л я е т с я в ы п у к л ы м . 

Б о л е е р а ц и о н а л ь н ы м способом н а х о ж д е н и я п л о щ а д и 
многоугольника я в л я е т с я его п р е д с т а в л е н и е в виде ком
бинации т р а п е ц и й . П р и этом считается , что если р а с 
с м а т р и в а е т с я т р а п е ц и я , у которой лг, < х 2 , то значение ее 
п л о щ а д и берется со з н а к о м (рис. 16, а ) , а если 
х{~>хъ то значение ее п л о щ а д и берется со з н а к о м «— » 
(рис . 16, б). 

П р и вычислении значения п л о щ а д и используется 
ф о р м у л а 

4.4. Площадь плоского многоугольника 

а б 

У 
хгУг 

+ 

О О X 

Рис. 16 
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с ]Хг — х,\(У2 + У\) 

s_\(xi—xl)(y2+yl) ^ (х3—х2)(,у3+у2) ^ | ( * | — * „ ) ( У | + У „ ) | 

или 
(x2-xl){y2+yx)+(x3-x2)(y3+y2)+...+(xl-x„)(yi+yn) 

П р и п = 3 и п = 4 эти ф о р м у л ы могут б ы т ь использо
в а н ы д л я вычисления п л о щ а д е й т р е у г о л ь н и к о в и четы
рехугольников соответственно. 

П р и этом совершенно б е з р а з л и ч н о , в ы п у к л ы й мно
гоугольник или нет (рис . 17). Б о л е е того, вычисле
ние п л о щ а д и т р е б у е т в ы п о л н е н и я только о п е р а ц и й сло
ж е н и я , в ы ч и т а н и я , у м н о ж е н и я и одной операции д е 
л е н и я . 

П р и более д е т а л ь н о м изучении о к а з ы в а е т с я , что при
в е д е н н а я в ы ш е ф о р м у л а м о ж е т и с п о л ь з о в а т ь с я д л я про

извольных точек на плоскости, 
т. е. точки могут р а с п о л а г а т ь 
ся и н и ж е оси Ох. П р а в д а , при 
этом необходимо предваритель
но осуществить п р е о б р а з о в а 
ние к о о р д и н а т по ф о р м у л е 

Hi IJi ' i /min' 
г Д е Утт — м и н и м а л ь н о е значе 
ние у к о о р д и н а т ы д л я вер
шин многоугольника в исход
ной системе координат . Такое 
п р е о б р а з о в а н и е соответствует 
п а р а л л е л ь н о м у переносу мно-

Рис. 17 гоугольника п а р а л л е л ь н о оси 
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И с п о л ь з у я т а к о й подход, ф о р м у л а д л я подсчета пло
щ а д и многоугольника , о п р е д е л я е м о г о л о м а н о й с коорди
н а т а м и в е р ш и н «/,), (jt 2; у2), (*„_, ; #„_ , ) , (хп; уп), 
п р и м е т с л е д у ю щ и й вид: 



Оу и г а ра нт ирует , что в новой системе координат ни одна 
вершина многоугольника не будет расположена ниже оси Ох. 

Алгоритм д л я определения п л о щ а д и плоского много
у г о л ь н и к а , з а д а н н о г о к о о р д и н а т а м и его вершин в п о р я д 
ке их обхода по контуру, будет т а к и м . 

( В н и м а н и е ! З д е с ь и в д а л ь н е й ш е м мы будем предпо
л а г а т ь , что обход многоугольника з а д а е т с я n + 1 в е р ш и 
ной, причем («-{- 1)-я в е р ш и н а с о в п а д а е т с первой в е р ш и 
ной обхода . ) 

y m i n : = y [ l ] 
нц д л я к от 2 д о п 

если у г ш ' п > у [ к ] 
| то y m i n : = у [к] 
все 

кц 
нц д л я к от 1 до n + l 
| y l [ k ] : = y [ k ] - y m i n (1.8) 
К Ц 

S : = 0 
нц д л я к от 1 до п 
| S : = S + ( x [ k + l ] - x [ k ] ) * ( y l [ к + 1] + у1 [к]) 

К Ц 

S : = A B S ( S ) / 2 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Как м о ж н о вычислить п л о щ а д ь т р е у г о л ь н и к а , е сли известны 
к о о р д и н а т ы е г о вершин? 

2. Какие преобразования м о ж н о сделать, чтобы многоугольник 
л е ж а л в ы ш е оси Ох? 

3. Какой с п о с о б вычисления п л о щ а д и т р е у г о л ь н и к а б о л е е э ф 
ф е к т и в е н : ф о р м у л а Г е р о н а или о б щ а я ф о р м у л а ? 

§ 5. В З А И М Н О Е Р А С П О Л О Ж Е Н И Е Ф И Г У Р 
НА ПЛОСКОСТИ 

5 .1 . Взаимное расположение многоугольника и точки 

С у щ е с т в у е т много способов о п р е д е л е н и я в з а и м н о г о 
р а с п о л о ж е н и я многоугольника и точки. Р а с с м о т р и м один 
из н а и б о л е е употребительных способов, который н а з ы в а -
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ется методом сканирующей прямой, и основывается на 
с л е д у ю щ е м . 

Н а х о д я с ь в д а н н о й точке (х0; у0), мы н а ч и н а е м дви
гаться в одном н а п р а в л е н и и (это может быть любое 
н а п р а в л е н и е , н а п р и м е р , п а р а л л е л ь н о оси Ох), подсчиты
в а я при этом количество пересеченных сторон много
угольника . Д в и ж е н и е з а к а н ч и в а е т с я тогда , когда мы 
уйдем достаточно д а л е к о , и ни одна сторона многоуголь
ника у ж е не с м о ж е т встретиться на н а ш е м пути. О к а з ы 
в а е т с я , что если при н а ш е м д в и ж е н и и было пересечено 
нечетное число сторон многоугольника , то исходная точ
ка л е ж и т внутри многоугольника (рис . 18, а), а если 
было пересечено четное число сторон, то точка л е ж и т 
с н а р у ж и (рис . 18 6, в) . 

М а р ш р у т н а ш е г о д в и ж е н и я м о ж е т быть п р е д с т а в л е н 
в виде отрезка , к о о р д и н а т ы одной концевой точки кото
рого р а в н ы к о о р д и н а т а м исходной точки, а одна из 
координат другой концевой точки больше (или м е н ь ш е ) 
любой соответствующей к о о р д и н а т ы вершин многоуголь
ника . 

В этом с л у ч а е з а д а ч а в з а и м н о г о р а с п о л о ж е н и я мно
гоугольника и точки сводится к подсчету числа пересече
ния полученного отрезка и сторон многоугольника . Д р у 
гая координата м о ж е т быть любой . О б ы ч н о ее берут 
равной соответствующей к о о р д и н а т е исходной точки. 
В этом с л у ч а е м а р ш р у т д в и ж е н и я происходит вдоль 
одной из осей координат . 

Рис. 18 
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В этом случае з а д а ч а в з а и м н о г о р а с п о л о ж е н и я мно
гоугольника и точки сводится к подсчету числа пересече
ний полученного отрезка и сторон многоугольника . 
В м а с с и в а х X и У х р а н я т с я к о о р д и н а т ы вершин много
угольника в п о р я д к е обхода, х[0], у[0] — к о о р д и н а т ы 
исходной точки. 

x m i n : = х [ 1 ] 
нц д л я к от 2 до п 

если x m i n > x [ k ] 
| то x m i n : = х [ к ] 
все 

кц 
х : = x m i n — 1 
У . = У [ 0 ] 
S : = 0 (1.9) 
нц д л я i от 1 до п 

Z l : = ( x [ i ] - x [ 0 ] ) * ( y - y [ 0 ] ) - ( y [ i ] - y [ 0 ] ) * ( x - x [ 0 ] ) 

Z 2 : = ( x [ i + l ] - x [ 0 ] ) * ( y - y [ 0 ] ) - ( y [ i + l ] -

_ y [ 0 ] ) . ( x - x [ 0 ] ) 

если Z 1 * Z 2 < 0 
I то S : = S + 1 
все 

к ц 
L : = « в н у т р и » 
если mod ( S , 2 ) = 0 
I то L : = «вне» 
все 

Такой подход требует особого а н а л и з а с л у ч а е в , когда 
полученный отрезок п е р е с е к а е т сторону многоугольника 
в концевой точке. 

Если отрезок п е р е с е к а е т одну из вершин многоуголь
ника ( н а п р и м е р , Ах), то м о ж е т б ы т ь 2 с л у ч а я (рис . 19): 

1) О б е стороны многоугольника , входящие в вершину 
Аъ л е ж а т по одну сторону от о т р е з к а (рис . 19, а ) . Коли
чество пересечений м о ж н о с ч и т а т ь р а в н ы м 2 (или 0); 
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At 

a 
Рис. 19 

2) стороны многоугольника , в х о д я щ и е в вершину Л, , 
л е ж а т по р а з н ы е стороны о т р е з к а (рис . 19, б). Ч и с л о 
пересечений примем р а в н ы м 1. 

Д л я проверки , по р а з н ы е или по одну сторону от 
прямой л е ж а т стороны многоугольника , можно использо
вать алгоритм (1.3). 

Если отрезок проходит по стороне , то число пересече
ний будем с ч и т а т ь р а в н ы м 2. 

5.2. Взаимное расположение многоугольников 

В о з м о ж н ы 3 в а р и а н т а в з а и м н о г о р а с п о л о ж е н и я мно
гоугольников: они могут п е р е с е к а т ь с я (рис . 20, а), л е ж а т ь 
один внутри другого (рис . 20, б) или р а с п о л а г а т ь с я к а ж 
дый вне другого (рис . 20, в). 

О п р е д е л е н и е в з а и м н о г о р а с п о л о ж е н и я многоугольни
ков, з а д а н н ы х обходами своих в е р ш и н , будет проводить
ся в два э т а п а . 

Первый э т а п . Д л я того чтобы о п р е д е л и т ь в з а и м н о е 
расположение многоугольников, следует проверить взаим-

Рис. 20 

26 



ное расположение сторон многоугольников. Если две сто
роны разных многоугольников пересекаются, то и много
угольники пересекаются. Поэтому для определения воз
можного пересечения сторон многоугольников можно вос
пользоваться алгоритмом (1.4). Если найдется пара сто
рон из разных многоугольников, которые пересекаются, 
то взаимное положение многоугольников определено. 

Если оказалось, что в многоугольниках нет взаимно 
пересекающихся сторон, то переходим ко второму этапу. 

Второй этап. Устанавливаем взаимное расположение 
вершины одного из многоугольников и другого многоуголь
ника. Если оказалось, что вершина одного из многоуголь
ников л е ж и т внутри другого многоугольника, то один из 
многоугольников лежит внутри другого. Следовательно, 
взаимное расположение многоугольников установлено. 

Пусть для каждого из многоугольников его вершина 
лежит вне другого многоугольника. В этом случае оста
ется единственно возможное решение: каждый много
угольник лежит вне другого. 

Вопросы для повторения 

1. Как о п р е д е л и т ь в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е м н о г о у г о л ь н и к а и 
точки? 

2. З ависит ли с п о с о б о п р е д е л е н и я в з а и м н о г о р а с п о л о ж е н и я 
м н о г о у г о л ь н и к а и точки от выпуклости м н о г о у г о л ь н и к а ? 

3. Н а з о в и т е в о з м о ж н ы е р а с п о л о ж е н и я двух т р е у г о л ь н и к о в . 

З А Д А Ч И Д Л Я П О В Т О Р Е Н И Я 

1. Даны три числа а, Ь, с. Определить, существует ли 
треугольник с такими длинами сторон. 

2. Даны четыре числа а, Ь, с, d. Определить, суще
ствует ли четырехугольник с такими длинами сторон. 

3 . Найти взаимное расположение окружности радиу
са R с центром в точке (х0; у0) и точки А с координатами 
(xi; Uil 

4. Найти взаимное расположение двух окружностей 
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р а д и у с а Rx и R2 с ц е н т р а м и в точках (хх; ух) и (х2, у2) 
соответственно. 

5. Н а й т и в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е о к р у ж н о с т и радиу
са R с центром в точке (х0; у0) и прямой , проходящей 
через точки с к о о р д и н а т а м и (хх; ух) и (х2; у2). 

6. О п р е д е л и т ь количество точек с целочисленными 
к о о р д и н а т а м и , л е ж а щ и х внутри о к р у ж н о с т и р а д и у с а 
R с центром в точке ( j c 0 ; у0). 

7. Н а й т и к о о р д и н а т ы точек пересечения двух о к р у ж 
ностей радиусов Rx и R2 с ц е н т р а м и в точках (хх; ух) и 
(х 2 ; у2) соответственно. 

8. Н а й т и к о о р д и н а т ы точки, симметричной данной 
точке М с к о о р д и н а т а м и (хх; ух) относительно прямой 
Ах + Ву + С = 0. 

9. Д а н ы две точки Мх(хх; ух), М2(х2; у2) и п р я м а я 
Ах-\-Ву-\-С = 0. Н а й т и на этой п р я м о й т а к у ю точку 
М 0 (хо> Уо)> чтобы с у м м а р н о е расстояние от нее до двух 
д а н н ы х точек б ы л о м и н и м а л ь н о . 

10. Д а н ы три точки с к о о р д и н а т а м и (хх; ух), (х2; у2)> 
(х3, г/3), которые я в л я ю т с я в е р ш и н а м и некоторого п р я м о 
угольника . Н а й т и к о о р д и н а т ы четвертой вершины. 

11. Д а н ы к о о р д и н а т ы вершин четырехугольника 
(хх\ ух), {х2; у2), (х3; у3), (х4; у4). О п р е д е л и т ь , в ы п у к л ы й ли 
четырехугольник . 

12. Д а н ы к о о р д и н а т ы вершин четырехугольника 
(хх; ух), (х2, у2), (х3; у3), (х4; у4). О п р е д е л и т ь , я в л я е т с я ли 
четырехугольник: а ) ромбом; б) к в а д р а т о м ; в) т р а п е ц и е й . 

13. Д а н ы к о о р д и н а т ы двух в е р ш и н (хх;,ух) и (х2; у2) 
некоторого к в а д р а т а . Н а й т и в о з м о ж н ы е координаты дру
гих его вершин. 

14. Д а н ы к о о р д и н а т ы двух в е р ш и н (хх; ух) и (х2; у2) 
некоторого к в а д р а т а , р а с п о л о ж е н н ы х по д и а г о н а л и , 
и точка {х3\ у3). О п р е д е л и т ь , л е ж и т ли точка внутри 
к в а д р а т а . 

15. Д а н ы к о о р д и н а т ы (хх; ух), (х2; у2), (х3; у3) вершин 
т ре уг оль ника . Н а й т и к о о р д и н а т ы точки пересечения его 
медиан . 
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16. Д а н ы к о о р д и н а т ы (х{; ух), (х2\ у2), (х3; Уг) вершин 
т р е у г о л ь н и к а . Н а й т и д л и н ы его высот . 

17. О п р е д е л и т ь к о э ф ф и ц и е н т ы у р а в н е н и я прямой , па
р а л л е л ь н о й данной прямой , о п р е д е л я е м о й у р а в н е н и е м 
Ах-\-Ву-\-С — 0 и проходящей через точку с к о о р д и н а т а 
ми (лу, г/0). 

18. О п р е д е л и т ь к о э ф ф и ц и е н т ы у р а в н е н и я п р я м о й , 
п е р п е н д и к у л я р н о й данной прямой , о п р е д е л я е м о й у р а в н е 
нием Ах-\-Ву-\-С — 0 и проходящей через точку с коор
д и н а т а м и (д:0; у0). 

З А Д А Ч И П О В Ы Ш Е Н Н О Й С Л О Ж Н О С Т И 

1. О п р е д е л и т ь , пересекаются ли п р я м а я y = kx-\-h 
и отрезок с к о н ц а м и (*,; «/,), (х2, у2). 

2. О п р е д е л и т ь , п р и н а д л е ж и т ли точка А (х; у) отрезку 
с концевыми точками В{х{, ух) и С(х2; у2). 

3 . а ) В ы п у к л ы й многоугольник з а д а е т с я к о о р д и н а т а 
ми своих в е р ш и н при его обходе по часовой или против 
часовой стрелки . Контур многоугольника не имеет с а м о 
пересечений. О п р е д е л и т ь н а п р а в л е н и е обхода. 

б) О п р е д е л и т ь н а п р а в л е н и е обхода в с л у ч а е невы
пуклого многоугольника . 

4. Н а плоскости з а д а н ы п отрезков к о о р д и н а т а м и 
концевых точек. Концы отрезков з а д а ю т с я д в у м я п а р а м и 
к о о р д и н а т (jC[ [t]; УуЩ), (x2[i\, y2[i]), 1 < л ^ л (концы при
н а д л е ж а т отрезку) . Н а й т и п р я м у ю , и м е ю щ у ю общие 
точки с м а к с и м а л ь н ы м числом отрезков , и н а п е ч а т а т ь 
в п о р я д к е в о з р а с т а н и я номера тех отрезков , которые эта 
п р я м а я пересекает . 

5. N точек на плоскости з а д а н ы своими к о о р д и н а т а 
ми. Н а й т и такой м и н и м а л ь н ы й по п л о щ а д и в ы п у к л ы й 
многоугольник , что все N точек л е ж а т либо внутри этого 
многоугольника , либо на его г р а н и ц е ( такой в ы п у к л ы й 
многоугольник н а з ы в а е т с я выпуклой оболочкой) . 

6. Н а плоскости з а д а н ы своими к о о р д и н а т а м и k то
чек. О п р е д е л и т ь , м о ж н о ли построить такой в ы п у к л ы й 
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многоугольник, что к а ж д а я точка п р и н а д л е ж и т некото
рой стороне. 

7. N точек на плоскости з а д а н ы своими к о о р д и н а т а 
ми. Н а й т и порядок , в котором м о ж н о соединить эти 
точки, чтобы получился N-угольник . 

8. П р е д с т а в ь т е себе , что в т е т р а д к е Вы з а к р а с и л и на 
листе какое-то количество клеточек и получили кле
точную фигуру . Сколько осей с и м м е т р и и имеет з а д а н н а я 
к л е т о ч н а я ф и г у р а ? 

З а д а н ы : N(—размер ф и г у р ы по в е р т и к а л и , N/ — 
р а з м е р ф и г у р ы по горизонтали ( Л ^ < 1 0 1 ; N ; - < 8 1 ) и с а м а 
ф и г у р а в виде N{ строк из п р о б е л о в и звездочек по N/ 
символов в к а ж д о й строке . 

З в е з д о ч к а соответствует з а к р а ш е н н о й клеточке . 
П р и м е р 1. 
2 4 ( р а з м е р ф и г у р ы по в е р т и к а л и и г о р и з о н т а л и ) 
* * * * 

Ф и г у р а имеет 1 ось с и м м е т р и и . 
П р и м е р 2. 
3 5 ( р а з м е р ф и г у р ы по в е р т и к а л и и горизонтали) 

* * * 
* * * 
Ф и г у р а имеет 0 осей с и м м е т р и и . 
9. П р я м о у г о л ь н и к ABCD з а д а н к о о р д и н а т а м и своих 

вершин . Н а п р о т и в о п о л о ж н ы х сторонах АВ и CD з а д а н ы 
последовательности R{ и R2 т N точек р а з б и е н и я , а на 
сторонах ВС и AD — R3 и Rt из М точек р а з б и е н и я . 
Н у м е р а ц и я элементов последовательностей /?, и R2 начи
н а е т с я соответственно от точек А и D, a R3 и R4 — от 
В и Л . Соединив о т р е з к а м и точки с о д и н а к о в ы м и номера
ми в р а з б и е н и я х /?, и R2, а з а т е м в р а з б и е н и я х R3 и RA, 
получим р а з б и е н и е Q п р я м о у г о л ь н и к а ABCD на мно
ж е с т в о четырехугольников . 

Н а й т и четырехугольник р а з б и е н и я Q с наибольшей 
п л о щ а д ь ю при условии, что отрезки , с о е д и н я ю щ и е точки 
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разбиений /?, и R2 параллельны стороне AD. Последо
вательности Ru R2, R3 и R4 задаются как массивы из 
длин отрезков разбиения соответствующих сторон пря
моугольника. 

10. На прямой задано N точек с координатами хь х2, 
хы. Найти такую точку Z, сумма расстояний от кото

рой д о данных точек минимальна. 
11. Пусть через административный район проходит 

по прямой железная дорога. На ней надо построить 
станцию так, чтобы расстояние от нее до самой дальней 
деревни было бы минимальным. Написать программу. 

12. На плоскости задано N точек с координатами 
(*,; ух), (х2; у2), .... (хп; уа). Написать программу, которая 
из этих точек выделяет вершины квадрата, содержащего 
максимальное число заданных точек. (Предполагается , 
что точки, расположенные на сторонах квадрата, при
н а д л е ж а т ему.) 

13. На плоскости задано множество из N прямоуголь
ников, стороны которых параллельны осям координат, 
при этом каждый прямоугольник задается координатами 
левой нижней и правой верхней его вершин. Составить 
алгоритм определения наибольшего натурального числа 
К, для которого существует точка плоскости, принадлежа
щая одновременно К прямоугольникам. 

П р и м е ч а н и е . Эффективным считается алгоритм, число дей
ствий которого пропорционально Л/2. 

14. На квадратном торте N свечей. М о ж н о ли одним 
прямолинейным разрезом разделить его на две равные 
по площади части, одна из которых не содержала бы ни 
одной свечи? Свечи будем считать точками, у которых 
известны их целочисленные координаты ух), 
(xN; yN). Начало координат — в центре торта. Р а з р е з не 
может проходить через свечу. 

15. Даны A f ( J V > l ) прямоугольников, для которых 
предполагается, что: 

а) стороны любого прямоугольника параллельны ко-
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Рис. 21 

о р д и н а т н ы м осям и п р я м о у г о л ь н и к з а д а е т с я к о н ц а м и 
одной из д и а г о н а л е й ; 

б) к а ж д ы й п р я м о у г о л ь н и к имеет о б щ и е внутренние 
точки с хотя бы одним из о с т а л ь н ы х и не имеет общих 
вершин, сторон или частей сторон ни с одним из о с т а л ь 
ных прямоугольников . 

С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я даст возможность : 
1) О п р е д е л и т ь внешний контур ф и г у р ы F, я в л я ю щ е й 

ся объединением прямоугольников (рис. 21). 
2) О п р е д е л и т ь , с о д е р ж и т ли фигура F «дырки» , 

т. е. з а м к н у т ы е ф и г у р ы , которые ей не п р и н а д л е ж а т . 
3) Р а з л о ж и т ь фигуру F на н а и м е н ь ш е е в о з м о ж н о е 

число н е п е р е с е к а ю щ и х с я прямоугольников , которые мо
гут иметь общие стороны или части сторон, а их объеди
нение д а е т ф и г у р у F. 

4) Вычислить периметр и п л о щ а д ь ф и г у р ы F. 
В н е ш н и й к о н т у р о б ъ е д и н е н и я пря*моугольников 

AfifiiD,, 2, 3 , 4, есть AlDlClXiX3DiC4B4X2B2XlBl; 
ф и г у р а F с о д е р ж и т единственную «дырку» PQRS. 

П р и м е ч а н и е . Задачи 3) и 4) решаются только для фигур, не 
содержащих «дырок». 

16. Очертание города. Необходимо н а п и с а т ь про
г р а м м у , к о т о р а я д о л ж н а помочь архитектору в рисова
нии о ч е р т а н и я города . Город з а д а е т с я р а с п о л о ж е н и е м 
з д а н и й и р а с с м а т р и в а е т с я к а к д в у м е р н ы й ; все з д а н и я 
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О 5 / 0 / 5 20 25 30 
Рис. 22 

в нем — прямоугольники , основания которых л е ж а т на 
одной п р я м о й ( город построен на р а в н и н е ) . З д а н и я з а д а 
ются тройкой чисел (L„ Hh /?,), где L, и Rt — к о о р д и н а т ы 
левой и правой стен з д а н и я i, а Н, — высота этого з д а 
ния . Н а рисунке 22 з д а н и я о п и с ы в а ю т с я т р о й к а м и (0, 11 , 
5) , (2 , 6, 7), ( 3 , 13, 10), (12, 7, 16), (14, 3, 25) , (20, 18, 22), 
( 2 3 , 13, 30), (24, 4, 29), а контур , п о к а з а н н ы й на рисунке 
23 , з а д а е т с я последовательностью ( 1 , 11, 2, 13, 10, 0, 12, 
7, 16, 3, 20, 18, 22, 3 , 23 , 13, 30, 0) (о способе ф о р м и р о в а 
ния этой последовательности см. н и ж е ) . 

0 5 /0 /5 20 25 30 
Рис. 23 

2 Информатика, 8—9 кл. 33 



Ввод п р е д с т а в л я е т собой последо в ател ьно сть троек, 
з а д а ю щ и х д о м а . Все к о о р д и н а т ы есть ц е л ы е числа мень

ше 10 000. Во входном ф а й л е минимум одно и м а к с и м у м 
50 зданий . К а ж д а я тройка , о б о з н а ч а ю щ а я з д а н и е , нахо

дится в отдельной строке во входном ф а й л е . Все целые 
числа в тройке р а з д е л е н ы одним или несколькими пробе

л а м и . Тройки отсортированы по т. е. по левой хкоор

д и н а т е з д а н и я , т а к и м о б р а з о м , з д а н и е с самой малень 

кой левой хкоординатой я в л я е т с я п е р в ы м во входном 
ф а й л е . 

В ы в о д будет состоять из векто р а , о п и с ы в а ю щ е г о 
очертание , к а к п о к а з а н о в п р и м е р е в ы ш е . В векторе 
о ч е р т а н и е (vb v2, v3, vn_2, £>„_„ vn), vt о з н а ч а е т 
г о р и з о н т а л ь н у ю л и н и ю (высоту) , когда i — четное число, 
и в е р т и к а л ь н у ю л и н и ю (х координату) , когда i—нечет

ное. Вектор о ч е р т а н и я будет о п р е д е л я т ь м а р ш р у т , 
пройденный, к примеру , ж у к о м , н а ч а в ш и м с мини

мальной хкоординаты и п у т е ш е с т в у ю щ и м по всем вер

т и к а л ь н ы м и г о р и з о н т а л ь н ы м л и н и я м , о п р е д е л я ю щ и м 
контур . Последний э л е м е н т в векторе линии контура 
будет 0. 

17. Н и ж н я я л е в а я и верхняя п р а в а я в е р ш и н ы п р я м о 

угольника А имеют к о о р д и н а т ы (0; 0) и (V; W) соответст

венно. М н о ж е с т в о S из N точек з а д а е т с я п а р а м и коорди

нат {х{, yt), 1 < л < [ Л Л Н а й т и т а к о й п р я м о у г о л ь н и к G мак

симальной п л о щ а д и , что его стороны п а р а л л е л ь н ы 
сторонам A, G полностью л е ж и т в A (G и А могут иметь 
общие г р а н и ч н ы е точки) и ни одна точка из S не л е ж и т 
внутри G (но м о ж е т л е ж а т ь на его стороне) . Н а п е ч а т а т ь 
величину п л о щ а д и G и к о о р д и н а т ы нижней левой и верх

ней п р а в о й вершин этого п р я м о у г о л ь н и к а . Если таких 
прямоугольников несколько , то вывести и н ф о р м а ц и ю по 
к а ж д о м у . 

П р и м е ч а н и е . Во множестве S никакие две точки не лежат на 
одной прямой, параллельной стороне А. 
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18. В первом к в а д р а т е ко
ординатной системы Оху н а р и 
сован первый к в а д р а т — ABCD, 
д л и н а стороны которого р а в н а 
1 и в е р ш и н а А находится в на-

/ 

о 

н 

о с 

с 

Е 
F 

X ч а л е координат . Потом нарисо
в а н ы : второй к в а д р а т BEFC, 
третий — DFGH, четвертый — 
JAHI, пятый — KLEJ и т а к д а 
л е е по с п и р а л и (рис . 24). Н а п и 
с а т ь п р о г р а м м у , которая д л я 
введенных целых чисел х и у 

о п р е д е л я е т и выводит номер 
к в а д р а т а , которому п р и н а д л е 
ж и т точка Р(х; у). Если точка Р л е ж и т на сторонах 
к в а д р а т о в или в вершинах , то будем считать , что она 
п р и н а д л е ж и т к в а д р а т у с н а и м е н ь ш и м номером из воз
м о ж н ы х . 

X У р е з у л ь т а т 
2 1 2 

- 1 0 4 
13 2 10 

19. Н а плоскости з а д а н ы своими к о о р д и н а т а м и N 
р а з л и ч н ы х точек. Н а й т и у р а в н е н и е прямой , д е л я щ е й это 
м н о ж е с т в о точек на д в а п о д м н о ж е с т в а с о д и н а к о в ы м 
количеством элементов . 

20. Н а й т и пересечение и объединение двух в ы п у к л ы х 
многоугольников . Многоугольники з а д а ю т с я к о о р д и н а т а 
ми вершин в п о р я д к е обхода по контуру . 

2 1 . Я - у г о л ь н и к на плоскости з а д а е т с я к о о р д и н а т а м и 
в е р ш и н в п о р я д к е их обхода по контуру . Д л я точки 
Z(x; у) найти м и н и м а л ь н о е р а с с т о я н и е до контура 
iV-угольника. 

22. Н а плоскости своими к о о р д и н а т а м и з а д а ю т с я 
N точек. М а т р и ц а C[l..N, I..N] з а д а е т с я с л е д у ю щ и м обра 
зом: Сц = Cji = 1 в случае , если в е р ш и н ы i и / соединены 

Рис. 24 
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отрезком, и 0, если не соединены. Известно , что л ю б а я 
вершина соединена , по к р а й н е й мере , с д в у м я другими 
и что отрезки п е р е с е к а ю т с я только в концевых точках. 
Т а к и м о б р а з о м , вся плоскость р а з б и в а е т с я на множество 
многоугольников . З а д а н а точка Z (х; у). Н а й т и мини
м а л ь н ы й по п л о щ а д и многоугольник , с о д е р ж а щ и й Z, 
или в ы д а т ь сообщение , что такого не существует . 
Если Z п р и н а д л е ж и т какому-то отрезку , то в ы д а т ь его 
концевые точки; если Z л е ж и т в многоугольнике, то 
в ы д а т ь его в е р ш и н ы в п о р я д к е обхода по кон
туру . 

23. Б у д е м н а з ы в а т ь два многоугольника подобны
ми, если существует в з а и м н о однозначное о т о б р а ж е н и е 
сторон этих двух фигур т а к о е , что соответствующие 
стороны п р о п о р ц и о н а л ь н ы с к о э ф ф и ц и е н т о м пропорци
ональности k, а у г л ы , о б р а з о в а н н ы е д в у м я соответству
ющими сторонами , р а в н ы . О п р е д е л и т ь , подобны ли два 
многоугольника . Многоугольники з а д а ю т с я на плоско
сти к о о р д и н а т а м и вершин контуров . В е р ш и н ы в кон
туре п е р е ч и с л я ю т с я в п о р я д к е обхода против часовой 
с т р е л к и . 

П р и м е ч а н и е . Так как все вычисления на ЭВМ прово
дятся с ограниченной точностью, то считать, что две величины 
равны, если они совпадают с точностью до двух знаков после з а 
пятой. 

24. З а д а н ы н а т у р а л ь н о е число N и две последова
тельности целых чисел (а , , а 2 , aN) и (Ьх, Ъъ bN). 
З а д а н ы т а к ж е два числа хй и х,, лг 0<Сх 1. 

а ) Н а й т и числа t0, tp, p^N, т а к и е , что х0 = 
— t0<Cti-<.... <Ctp = xu и у к а з а т ь д л я к а ж д о г о отрезка 
{tj-i, t/], 1 ̂ / ^ р , т а к о е число k, l^.k^.N, что д л я всех i, 
l ^ i ^ N , и для всех х из /,] с п р а в е д л и в о нера
венство ak-x-\-bk^ai-x-\-bi. 

б) Н а й т и числа s0, siy sQ, т а к и е , что х0 — 
sQ<sx <... <.sQ — xlt и у к а з а т ь д л я к а ж д о г о отрезка 
[s ,_ i ; Sj], 1 ̂ / ^ Q , т а к у ю перестановку (/,, i 2 , i N ) чисел 



1, 2, 3, N, что д л я всех х из [s ; -_,; s ; ] с п р а в е д л и в о нера
венство а.,-х + Ь.; гСа,- + <Са,; -x-i-b.и д л я 

всех отрезков соответствующие перестановки р а з л и ч н ы . 
25 . В п р а в и л ь н о м /г-угольнике провели несколько 

д и а г о н а л е й , причем н и к а к и е три не п е р е с е к а ю т с я в од
ной точке. На сколько частей д и а г о н а л и р а з б и л и 
я-угольник? Д и а г о н а л и з а д а н ы номерами вершин «-уголь
ника , которые они соединяют, все в е р ш и н ы перенумеро
ваны по п о р я д к у числами 1, п. 

26. К р у г р а з р е з а н с а м о н е п е р е с е к а ю щ е й с я ломаной , 
координаты вершин которой з а д а н ы п а р а м и н а т у р а л ь 
ных чисел (х{; у{), (хк; ук). П е р в а я и п о с л е д н я я верши
ны л е ж а т на г р а н и ц е круга , а о с т а л ь н ы е — внутри него. 
О п р е д е л и т ь , можно ли р а з ъ е д и н и т ь д в е получившиеся 
части круга (выход из плоскости и повороты р а з н и м а е 
мых частей не д о п у с к а ю т с я ) . 

27. Н а местности, п р е д с т а в л я ю щ е й собой идеально 
ровную поверхность , стоит высокий з а б о р . П л а н з а б о 
ра — з а м к н у т а я л о м а н а я без самопересечений , к о т о р а я 
з а д а е т с я N п а р а м и координат своих вершин в порядке 
обхода о г р а н и ч и в а е м о й з а б о р о м области против часо
вой стрелки . В е р ш и н ы п р о н у м е р о в а н ы от 1 до N, 
N<ClOO. В точке (х; у) стоит человек ((г, у) не м о ж е т 
л е ж а т ь на л о м а н о й ) . С ч и т а я , чго к а ж д о м у звену Ломаной 
с т а в и т с я в соответствие п а р а номеров концевых вер
шин, у к а з а т ь , к а к и е звенья человек увидит полностью 
или частично, а к а к и е — вообще не увидит. Если при 
в з г л я д е звено видно к а к точка или к а к п а р а точек, то 
п о л а г а е м , что оно не видно. 

28 . Н а г р а н я х двух р а в н ы х п р а в и л ь н ы х т е т р а э д 
ров N и М н а п и с а н ы числа Nb N2, N3, N4 и Mu М2, 
М 3 , М 4 . М о ж н о ли совместить т е т р а э д р ы т а к , что
бы на с о в п а д а ю щ и х г р а н я х о к а з а л и с ь о д и н а к о в ы е 
числа? 
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З А Д А Ч И Д Л Я С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я 

1. З а д а н ы стороны А и В двух к в а д р а т о в , располо
ж е н н ы х т а к , к а к п о к а з а н о на рисунке 25 ( в е р т и к а л ь н ы е 
оси симметрии у к в а д р а т о в с о в п а д а ю т ) . О п р е д е л и т ь угол 
а, под которым ш а р и к надо выпустить из точки А, чтобы 
он п о п а л в точку В за м и н и м а л ь н о е количество отра
ж е н и й . 

2. Д в а Л/'-угольника на плоскости з а д а ю т с я коорди
н а т а м и вершин в п о р я д к е их обхода по контурам . Н а й т и 
м и н и м а л ь н о е р а с с т о я н и е м е ж д у этими А/-угольниками. 

3 . N точек на плоскости з а д а н ы своими к о о р д и н а т а 
ми. Н а й т и порядок , в котором м о ж н о соединить эти 
точки, чтобы п о л у ч и л а с ь л о м а н а я без самопересечений . 

4. Н а плоскости з а д а н о N точек с к о о р д и н а т а м и 
(хй */,)> (х2; у2), (хп; уп). Н а й т и т а к у ю точку Z(х; у), 
сумма расстояний от которой до остальных минимальна и: 

а ) Z — одна из з а д а н н ы х точек; 
б) Z — п р о и з в о л ь н а я точка плоскости . 
5. Н а плоскости з а д а н о м н о ж е с т в о точек А и мно

ж е с т в о п р я м ы х В. Н а й т и две т а к и е р а з л и ч н ы е точки из 
А, что п р о х о д я щ а я через них п р я м а я п а р а л л е л ь н а наи
б о л ь ш е м у количеству п р я м ы х из В. 

6. Среди треугольников с в е р ш и н а м и в з а д а н н о м 
м н о ж е с т в е точек на плоскости у к а з а т ь такой , стороны 
которого с о д е р ж а т м а к с и м а л ь н о е число точек з а д а н н о г о 

м н о ж е с т в а . 

О b 

7. Все стены д о м а имеют д л и 
ну 5 м. С е в е р н а я и ю ж н а я сторо
ны — белые , з а п а д н а я и восточ
н а я — синие. Ч е л о в е к .прошел от 
юго-восточного угла дома А мет
ров на юг, В метров на восток 
и С метров на север и посмот
рел на дом. Н а п и с а т ь ал го р итм , 
который о п р е д е л я е т , к а к и е стены 
увидит человек . 

А 
Рис. 25 

В 8. Н а столе л е ж и т и г р а л ь н ы й 
кубик г р а н ь ю А0 к нам , г р а н ь ю 
В0 вверх. Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , 
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о п р е д е л я ю щ у ю последовательность « к а н т о в а н и я » кубика 
(«на нас» , «от нас» , «вправо» , «влево») , после выполне
ния которых кубик о к а ж е т с я на п р е ж н е м месте , но к н а м 
г р а н ь ю Ак, вверх — Вк. 

П р и м е ч а н и е . Под кантованием понимается перекатывание 
кубика через соприкасающееся со столом ребро без скольжения. 
Другие способы перемещения кубика запрещены. Нумерация граней 
кубика такова, что если его положить на грань с цифрой 5, то боковые 
грани будут иметь номера 1, 6, 4, 3 при обходе по часовой стрелке, 
а верхняя — номер 2. 

9. Н а плоскости з а д а н ы координаты вершин двух 
треугольников . Требуется найти хотя бы одну п р я м у ю , 
р а з б и в а ю щ у ю к а ж д ы й из этих треугольников на д в е 
р а в н о в е л и к и е части . Р е з у л ь т а т д о л ж е н выводиться на 
э к р а н в виде у р а в н е н и я y — kx-\-b. Если и с к о м а я п р я м а я 
п а р а л л е л ь н а оси Оу, то у р а в н е н и е д о л ж н о быть приведе 
но в виде х = А. К о э ф ф и ц и е н т ы Л, В, k д о л ж н ы быть 
приведены не менее чем с ч е т ы р ь м я з н а к а м и после 
десятичной точки. 

10. Д а н ы числа (*,; уу), (х 2 ; у2), (х3\ у3)— к о о р д и н а т ы 
трех каких-то вершин п р я м о у г о л ь н и к а в прямоугольной 
системе координат . Н а й т и к о о р д и н а т ы четвертой в е р 
ш и н ы . 

11. Б у д е м о т с ч и т ы в а т ь у г л ы от положительного на
п р а в л е н и я оси Ох: п о л о ж и т е л ь н ы е — против часовой 
с т р е л к и , о т р и ц а т е л ь н ы е — по часовой с т р е л к е . П у с т ь 
величина угла л е ж и т в п р е д е л а х от —180° до 180°. 
Д а н ы 2 точки А (*,; у{) и В(х2\ у2). О п р е д е л и т ь , к а к о й из 
отрезков , OA или ОВ, о б р а з у е т б о л ь ш и й угол с осью Ох. 

12. З а д а е т с я число N и точки плоскости (*,; ух), 
(х2, у2), (%; yN), я в л я ю щ и е с я с е р е д и н а м и последова 

тельных сторон JV-угольника. Восстановить по этим точ
к а м исходный iV-угольник. П о д многоугольником в д а н 
ной з а д а ч е п о н и м а е т с я к а к а я угодно ( в о з м о ж н о с а м о п е 
р е с е к а ю щ а я с я ) з а м к н у т а я л о м а н а я . 
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П р и м е ч а н и е . N — нечетное, JV>1 и N < 2 0 , xt, j / y — веще
ственные числа. Входные данные будут соответствовать приведенным 
у с л о в и я м , причем многоугольник построить можно. 

Структура вывода: 
точка 1: А [1] В [1] 
точка 2: А [2] В [2] 

точка N: A [N] В [N], 
где (A [i]; В Щ) — координаты г'-й вершины контура искомого много
угольника. 

У К А З А Н И Я К Р Е Ш Е Н И Ю З А Д А Ч 
П О В Ы Ш Е Н Н О Й С Л О Ж Н О С Т И 

1. Вариант 1. М о ж н о через концы отрезка провести 
п р я м у ю y — cx-\-d и определить , п р и н а д л е ж и т ли точка 
пересечения двух п р я м ы х , если она существует , отрезку, 
т. е. мы д о л ж н ы р е ш и т ь у р а в н е н и е х(с — k) = (b — d), 
найти y — kx-\-b и проверить выполнение неравенств 
х1^.х^х2, У\^У^у2- Н о при н а х о ж д е н и и (х; у) в резуль
т а т е деления могут возникнуть б о л ь ш и е вычислительные 
погрешности или д а ж е переполнение или потеря значи
мости, в р е з у л ь т а т е чего получится неверный ответ. 

Вариант 2. О б о з н а ч и м F(х\ y) = kx-\-b — y. П р я м а я 
kx-\-b — y р а з б и в а е т плоскость на три части: в одной 
F (х; у)>0, в другой F (х\ г / ) < 0 , и на прямой kx-\-b — y 
выполняется F (ж; у) = 0. Если п р я м а я y = kx-\-b пересе
к а е т отрезок , то либо концы о т р е з к а л е ж а т в р а з л и ч н ы х 
полуплоскостях , л и б о хотя бы одна к о н ц е в а я точка от
резка л е ж и т на прямой . Это р а в н о с и л ь н о выполнению 
н е р а в е н с т в а F(x{; y{)F(x2, у2)^.0. Т а к и м о б р а з о м , не 
в ы ч и с л я я точку пересечения , мы по з н а к у произведения 
можем определить , имеют ли п р я м а я и отрезок общую 
точку. Очевидно , что второй в а р и а н т р е ш е н и я з а д а ч и 
предпочтительнее первого . 

2. Точки отрезка Z м о ж н о описать уравнением 

p-OB + (l-p)OC = z, (*) 

где р — число ( O ^ p ^ l ) , OB и ОС — векторы. 
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Если существует т а к о е число р ( O ^ p ^ l ) , что 
р • OB-f-( 1 — р)-ОС — А, то А, л е ж и т на отрезке , иначе — 
нет. 
Р а в е н с т в о (*) р а с п и с ы в а е т с я покоординатно т а к : 

рх1 + (1—р)х2 = х, 
ру1 + (1—р)у2 = у. 

И з первого у р а в н е н и я находим р, п о д с т а в л я е м во второе; 
если получаем р а в е н с т в о и O ^ p ^ l , то А л е ж и т на 
отрезке , иначе — нет. 

3 . Н а й д е м к а к у ю - н и б у д ь внутреннюю точку А (х; у) 
в ы п у к л о г о многоугольника , н а п р и м е р точку А (х; у) с ко
о р д и н а т а м и ((х1 + х2 + х3)/3; (ух + у2 + ул)/3). Т а к а я точка 
н а з ы в а е т с я центром масс т р е у г о л ь н и к а с в е р ш и н а 
ми в этих трех точках . Н а контуре в ы б е р е м произвольно 
две п о с л е д о в а т е л ь н ы е в е р ш и н ы Ьх и L2 и вычислим углы, 
которые о б р а з у ю т отрезки (A; Lx) и (A; L2) с осью Ох. 
Если п е р в ы й угол меньше второго, то обход против 
часовой с т р е л к и , иначе — по часовой. 

М о ж н о р е ш а т ь з а д а ч у и другим способом, который 
применим и в с л у ч а е невыпуклой ф и г у р ы . В н а ч а л е най
дем номер в е р ш и н ы , имеющей м и н и м а л ь н у ю г/-координа-
ту (пусть ее координаты (х0; утю)). Если т а к и х точек 
несколько , то берем ту, у которой х - к о о р д и н а т а мини
м а л ь н а (т. е. с а м у ю левую) . П о с л е этого мы з н а е м коор
д и н а т ы двух точек, одна из которых предшествует в з а 
д а н н о м обходе найденной точке, а д р у г а я — следует за 
ней. Пусть их координаты (хр; ур) и (xs; ys) соответствен
но. Если 

Ур ^min У* ^min 

Л1(х

Р-*0? + (Ур-Утт? Л1(х*-Х0? + (У*-Утт? ' 

то обход по часовой с т р е л к е , иначе — против ( значения 
д р о б е й соответствуют косинусам углов , которые о б р а з у 
ют соответствующие стороны многоугольника с прямой , 
о п р е д е л я е м о й уравнением y = ymi„. А т а к к а к этот угол 
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л е ж и т в п р е д е л а х от 0° до 180°, то м е н ь ш е м у углу со
ответствует б о л ь ш е е значение косинуса) . 

4. П р е д п о л о ж и м , мы н а ш л и т а к у ю п р я м у ю . Б у д е м 
с д в и г а т ь ее в н а п р а в л е н и и , п е р п е н д и к у л я р н о м этой пря 
мой ( п а р а л л е л ь н ы й перенос) до тех пор, пока она не 
пересечет к а к у ю - н и б у д ь из концевых точек о т р е з к а . З а 
счет поворота п р я м о й вокруг этой точки мы м о ж е м 
добиться того, что п р я м а я будет проходить через 2 кон
цевые точки отрезков и не перестанет б ы т ь решением 
з а д а ч и . С л е д о в а т е л ь н о , мы д о л ж н ы р а с с м о т р е т ь п р я м ы е , 
п р о х о д я щ и е через все в о з м о ж н ы е к о м б и н а ц и и п а р кон
цевых точек отрезков . Всего н а д о проверить (2N— 1) + 
+ (2iV— 2) + . . . -f- 1 =N(2N— 1) п р я м ы х и д л я к а ж д о й из 
них найти число пересечений с о т р е з к а м и . Та п р я м а я , 
у которой это число м а к с и м а л ь н о е , и есть и с к о м а я . 

П р и решении возникает п о д з а д а ч а пересечения пря 
мой ax-\-by-\-c = 0 и отрезка с к о н ц а м и (*,; г/,), (х2; у2). 
( С м . алгоритм 1.3.) 

5. Строим в ы п у к л у ю оболочку данного м н о ж е с т в а 
точек, т. е. т а к о й в ы п у к л ы й многоугольник, в е р ш и н а м и 
которого я в л я ю т с я некоторые из этих N точек ( в о з м о ж н о , 
не все) . Ч е р е з к а к о е бы р е б р о этого многоугольника мы 
не провели п р я м у ю , все N точек исходного м н о ж е с т в а 
будут л е ж а т ь по одну сторону от этой п р я м о й и на ней 
(определение м е с т о п о л о ж е н и я точек относительно п р я 
мой — см. а л г о р и т м 1.3). 

Из произвольной точки а{ м н о ж е с т в а А из N точек мы 
м о ж е м провести не более (N — 1)-го о т р е з к а так , чтобы 
и в т о р а я к о н ц е в а я точка этого о т р е з к а б ы л а из м н о ж е 
ства А. Б е р е м тот отрезок [а,; а 2 ] , д л я которого все точки 
м н о ж е с т в а А л е ж а т по одну сторону от п р я м о й , проходя
щей через этот отрезок (если ни один отрезок не удовлет
воряет этому условию, то берем другое а,; с самого 
н а ч а л а л у ч ш е всего в з я т ь в качестве а{ точку с м а к с и 
мальной абсциссой , а если т а к и х несколько , то среди них 
берем точку с м а к с и м а л ь н о й ординатой — это г а р а н т и 
рует , что O j п р и н а д л е ж и т искомому контуру выпуклого 
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многоугольника ) . Д л я точки а2 ищем точку а3Фа1 т ак , 
чтобы все множество А л е ж а л о по одну сторону от 
п р я м о й , о п р е д е л я е м о й отрезком [а 2 ; а 3 ] , д л я точки а, 
ищем точку а1+1фа1_1 т ак , чтобы все точки А л е ж а л и по 
одну сторону от прямой , с о д е р ж а щ е й отрезок [аь ai+l], 
и т. д., до тех пор, пока очередной точкой a i + 1 не станет 
аи — мы з а м к н у л и контур и н а ш л и в ы п у к л у ю оболочку. 

Все точки м н о ж е с т в а Л , не л е ж а щ и е на контуре , 
л е ж а т внутри выпуклой оболочки. 

6. П р е д п о л о ж и м , что мы построили искомый выпук
л ы й многоугольник. Если к а к а я - т о точка а (из данного 
в условии м н о ж е с т в а S из k точек) л е ж и т на стороне 
многоугольника , то считаем ее новой вершиной этого 
многоугольника . М о ж е м считать , что все в е р ш и н ы д а н 
ного многоугольника есть точки м н о ж е с т в а S (если это 
не т а к и м е ж д у д в у м я т о ч к а м и а и b из S л е ж и т одна или 
несколько «посторонних» вершин , то мы м о ж е м их отбро
сить и считать , что а и b — две п о с л е д о в а т е л ь н ы е верши
ны контура . Многоугольник при этом у нас остается 
в ы п у к л ы м (отрезок [а; Ь] д елит фигуру на д в а в ы п у к л ы х 
многоугольника) , а т а к к а к на контуре м е ж д у а и b не 
л е ж а л о ни одной точки из 5 , то полученный многоуголь
ник у д о в л е т в о р я е т т р е б о в а н и я м з а д а ч и ) . 

И т а к , в качестве решения з а д а ч и мы получили вы
п у к л у ю оболочку м н о ж е с т в а S (о построении ее см. з а 
д а ч у 5). 

Если построенная в ы п у к л а я оболочка т а к о в а , что 
к а ж д а я точка S я в л я е т с я ее вершиной (или л е ж и т на 
стороне) , то з а д а ч а р е ш е н а , иначе :— р е ш е н и я не суще
ствует . 

7. Р а с с м о т р и м д в а из в о з м о ж н ы х а л г о р и т м о в . 
Вариант 1. Строим в ы п у к л у ю оболочку данного мно

ж е с т в а точек (см. з а д а ч у 5). 
Если все точки м н о ж е с т в а Л л е ж а т на контуре , то 

з а д а ч а р е ш е н а . Если ж е нет, то ищем точку р с мини
м а л ь н ы м расстоянием до контура (если т а к и х точек 
несколько , то берем л ю б у ю из них). П у с т ь м и н и м а л ь н о е 
р а с с т о я н и е до контура есть расстояние до стороны (и; v). 
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В с т а в л я е м в контур точку р: вместо контура . . . и, v, .... 
будет контур ... и, р, v, ... . 

Д л я оставшихся точек повторяем описанную выше 
процедуру , пока все точки не будут в с т а в л е н ы в контур. 

Р а с с т о я н и е от точки до стороны — это либо длина 
п е р п е н д и к у л я р а , опущенного из точки на сторону, если 
проекция точки п о п а д а е т на отрезок , либо минимальное 
из расстояний от точки до концевых точек стороны. 
Р а с с т о я н и е от точки z(u; v) до ее проекции на п р я м у ю 

Ах + Ву + С = 0 есть d^\Au +Bv + C\/'^AT+¥. 

Вариант 2. Строим в ы п у к л у ю оболочку V данного 
м н о ж е с т в а точек. 

Если все точки м н о ж е с т в а А л е ж а т на контуре, то 
з а д а ч а решена . И н а ч е , обозначим через Ах все внутрен

ние точки выпуклой оболочки V. Строим д л я нового 
м н о ж е с т в а Ах в ы п у к л у ю оболочку Vx (контуры V и Vx не 
пересекаются ! ) . 

« С к л е и в а е м » два контура с л е д у ю щ и м о б р а з о м . 
В ы б е р е м по п а р е последовательных вершин р, s и рь 

s, на контурах V и Vt соответственно т а к , чтобы 
в четырехугольнике с в е р ш и н а м и s, р, р 1 ( s, не л е ж а л о 
б о л ь ш е никаких других точек контуров V и Vt. Р а з р ы в а 

ем контуры V и V, ( у б и р а я р е б р а (р ; s) и (рх; s,)) и объ

единяем их ( д о б а в л я я р е б р а (р ; р , ) и (s; sx)). 
Если внутри V{ нет внутренних точек, то з а д а ч а 

р е ш е н а , иначе — с внутренними т о ч к а м и Vx п р о д е л ы в а 

ем те ж е с а м ы е операции : находим в ы п у к л у ю оболочку 
и п а р ы п о с л е д о в а т е л ь н ы х точек на контурах , р а з р ы в а е м 
и « с к л е и в а е м » контуры и т. д., пока не получим, что по

с л е д н я я п о с т р о е н н а я в ы п у к л а я оболочка с о д е р ж и т в се

бе 0, 1 или 2 точки. 
Если точек 0, то з а д а ч а р е ш е н а . В противном с л у ч а е 

присоединяем точки к р а н е е о б р а з о в а н н о м у контуру т а к , 
чтобы ф и г у р а о с т а л а с ь многоугольником ( м о ж н о прово

д и т ь присоединение , к а к и в в а р и а н т е 1). 
8. У клеточной ф и г у р ы могут быть с л е д у ю щ и е оси 

с и м м е т р и и — г о р и з о н т а л ь н а я , в е р т и к а л ь н а я и идущие 

44 



под углом 45° и 135° (т. е. 4 оси симметрии , к а к у к в а д 
р а т а ) . Оси могут проходить к а к через центр какой-то 
клетки , т а к и по стороне. Н а п р и м е р , ф и г у р ы 

имеют по 2 оси симметрии — горизонтальную и верти
к а л ь н у ю , а ф и г у р а * — все 4 оси симметрии . 

Введем систему координат т а к и м о б р а з о м , что к а ж 
д а я з а р и с о в а н н а я клетка п р е д с т а в л я е т с я точкой с цело
численными к о о р д и н а т а м и . 

Находим в о з м о ж н ы й центр симметрии ф и г у р ы , имею
щий координаты ((xm„ + xmln)/2; (утах +утт)/2), где хтзх, 
#max> * m i n и Утт соответственно м а к с и м а л ь н ы е и мини
м а л ь н ы е иксовые и игрековые к о о р д и н а т ы точек в з а д а н 
ной н а м и системе координат : 

Если у фигуры есть ось симметрии , то она проходит 
через в о з м о ж н ы й центр симметрии ф и г у р ы . 

Р а с с м а т р и в а е м 4 в о з м о ж н ы е оси симметрии , прохо
д я щ и е через этот центр . О п р е д е л я е м , я в л я е т с я ли фигу
р а симметричной относительно к а ж д о й из осей ( д л я 
удобства этот центр м о ж н о считать н а ч а л о м системы 
координат ) . П р и симметрии относительно г о р и з о н т а л ь 
ной ( в е р т и к а л ь н о й ) оси к а ж д о й к л е т к е ф и г у р ы {х\ у) 
д о л ж н а соответствовать к л е т к а с такой ж е иксовой 
(игрековой) координатой , но с обратной по з н а к у другой 
координатой , т. е. (х; —у) ( д л я в е р т и к а л ь н о й оси со
ответственно (— х; у)). П р и симметрии относительно оси 
с наклоном 45° (— 45°) к а ж д о й клетке (х; у) ф и г у р ы 
д о л ж н а соответствовать к л е т к а с координатой (у; х) (со
ответственно ( — у , —х)). 

9. О т р е з к и , соединяющие точки р а з б и е н и й Ry и R2, 
п а р а л л е л ь н ы стороне AD. Б у д е м б р а т ь отрезки , соединя
ю щ и е п о с л е д о в а т е л ь н ы е точки р а з б и е н и й R3 и Rit и ис
к а т ь м е ж д у этими д в у м я п о с л е д о в а т е л ь н ы м и о т р е з к а м и 

хтах = m a x {х,}, 
* m i n = rmn {х,}, 

Утах 

Ут'т 

m a x {у), 
min {г/,}. 



с р D четырехугольник с наибольшей 
п л о щ а д ь ю . Четырехугольник 
р а з б и е н и я Q с м а к с и м а л ь н о й 
п л о щ а д ь ю есть четырехуголь

ник с м а к с и м а л ь н о й п л о щ а д ь ю 
по всем т а к и м р а з б и е н и я м 
п р я м о у г о л ь н и к а о т р е з к а м и . 

П у с т ь п о с л е д о в а т е л ь н ы е 
точки р а з б и е н и я с одинако

выми н о м е р а м и на сторонах 
ВС и AD есть соответствен

В А 

Рис. 26 но А, / 2 и g „ g2. 
Если f2 — fl = g2 — gb то 

а н а л и з и р у е м ы е четырехугольники есть прямоугольники , 
и п р я м о у г о л ь н и к с м а к с и м а л ь н о й п л о щ а д ь ю о пр едел я 

ется м а к с и м а л ь н о й длиной о т р е з к а в р а з б и е н и и R{ (или, 
что то ж е , R2). 

П у с т ь д л я определенности "/2 — /1 > — g"i ( случай 
обратного н е р а в е н с т в а р а с с м а т р и в а е т с я аналогично) . 
О б о з н а ч и м f2 — fi — hu ёг — £ 1 = ^ 2 . P = CD, h' и h" — 
д л и н ы левой и правой сторон четырехугольника , L2— 
р а с с т о я н и е м е ж д у д в у м я этими сторонами , Z — точка 
пересечения п р о д о л ж е н и я верхней и нижней сторон че

т ы р е х у г о л ь н и к а : L „ L 3 — соответственно р а с с т о я н и я от 
левой и правой стенок п р я м о у г о л ь н и к а ABCD до четы

рехугольника , х — р а с с т о я н и е от точки Z до п р я м о 

угольника ABCD, S — п л о щ а д ь ч е т ы р е х у г о л ь н и к а . Полу

чим с л е д у ю щ у ю схему (рис . 26) и р а в е н с т в а : 

х _ х+р. 
Л2 А, ' 

S = (h' + h")L2/2; 
х x + L3 _ x + L2+L3 

h" ~~ h' 

О т к у д а 
x = ph2/{hx — h2); 

h' = h2(x + L2-\-L3)/x; 
h" = h2(x + L3)/x. 
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Д л я к а ж д о й п а р ы отрезков , о п р е д е л я е м ы х т о ч к а м и 
разбиений / ? 3 и R4, находим м а к с и м а л ь н у ю п л о щ а д ь 
четырехугольника м е ж д у этими д в у м я о т р е з к а м и . 

10. П у с т ь к о о р д и н а т ы точек хь xN не у б ы в а ю т 
(если это не т а к , то просто отсортируем п р е д в а р и т е л ь н о 
последовательность ) . 

Вариант 1. П р е д п о л о ж и м , что мы н а ш л и точку Z с ко
ординатой х0 и она л е ж и т на и н т е р в а л е (х ; ; xi+l). С п р а в а 
от нее i точек, слева — (/V — i). С у м м а расстояний Smin 

будет такой : 

S m i n = ( * o — + + ( * о — + — *<>) + • • • + ( Х ц — х0)-

П р е д п о л о ж и м , что i>N— i и мы в п р е д е л а х и н т е р в а 
л а с д в и г а е м точку Z влево на к а к у ю - т о м а л е н ь к у ю 
величину d(d<x0— х ; ) . П о л у ч а е м новую сумму S: 

(x0 — d — xi) + ... -\-(x0 — d — xi) + (xi+l — (x0 — d)) + ... + 
+ (xN-(x0-d)) = Smin — di + d(N-i). 

А т а к к а к по п р е д п о л о ж е н и ю i>N — г, то S<cSmin. 
С и т у а ц и я , когда N — исследуется а н а л о г и ч н о — 

д е л а е м сдвиг на величину d<ixN+l — х0 в п р а в о , не выхо
д я при этом за г р а н и ц ы и н т е р в а л а , и опять ж е п о л у ч а е м , 
что новая с у м м а S < S m i n . С л у ч а й , когда Z с о в п а д а е т 
с одной из точек хь исследуется т а к ж е , с использовани
ем м а л е н ь к и х сдвигов . 

С л е д о в а т е л ь н о , д л я того чтсбы точка Z б ы л а иско
мой, необходимо и достаточно , чтобы с п р а в а и слева от 
нее л е ж а л о одно и то ж е число точек. Если N = 2k, то 
точка Z м о ж е т быть любой из точек о т р е з к а [хк\ хк+1], 
если ж е N — 2k-\-l, то точка Z имеет координату х 4 + 1 . 

Вариант 2. П у с т ь мы р е ш а е м з а д а ч у д л я N точек на 
прямой . 

Точка Z д о л ж н а , очевидно, л е ж а т ь на отрезке [х^, хм]. 
Если N=1, то д а н н а я точка и я в л я е т с я искомой. 
Если N = 2, то Z м о ж е т л е ж а т ь где угодно на отрезке 

[хх; xN] — суммарное р а с с т о я н и е будет о д и н а к о в ы м и р а в 
ным д л и н е о т р е з к а . 
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Если A f > 2 , то с у м м а р н о е р а с с т о я н и е от точки Z до 
точек с м и н и м а л ь н о й и м а к с и м а л ь н о й к о о р д и н а т а м и 
(т. е. до точек хх и xN) не з а в и с и т от местоположения 
точки Z и р а в н о д л и н е о т р е з к а [х{, %]. 

Т а к к а к с у м м а р н о е р а с с т о я н и е до этих двух точек 
постоянно, то поэтому мы их м о ж е м не р а с с м а т р и в а т ь 
и р е ш а т ь д а л е е з а д а ч у у ж е д л я (N — 2) точек хъ xN_t. 
П р о в е д я необходимое число р а з с о к р а щ е н и е количества 
точек, мы придем к у ж е р а с с м о т р е н н ы м с л у ч а я м одной 
или двух точек. 

О к о н ч а т е л ь н о получаем: если N — 2k, то точка Z мо
ж е т быть любой из точек о т р е з к а [xk; xk+l], если же N— 
= 2k-\-l, то точка Z имеет координату x k + i . 

11. П е р е ф о р м у л и р у е м з а д а ч у : На плоскости своими 
к о о р д и н а т а м и з а д а ю т с я N точек Р , (х , ; г/,). Построить 
о к р у ж н о с т ь минимального р а д и у с а с центром на оси 
а б с ц и с с так , чтобы она с о д е р ж а л а внутри себя и на 
своей г р а н и ц е все эти точки. 

Везде в д а л ь н е й ш е м будем о б о з н а ч а т ь через С(Р; Z ) 
о к р у ж н о с т ь с центром в точке (Я; О) и проходящую 
через точку Z (х; у). 

Очевидно , что на искомой о к р у ж н о с т и л е ж и т , по 
меньшей мере , одна точка . Д е й с т в и т е л ь н о , в противном 
с л у ч а е мы м о ж е м , не м е н я я центра о к р у ж н о с т и , умень
шить ее р а д и у с , а это противоречит п р е д п о л о ж е н и ю 
о том, что н а м и б ы л а построена о к р у ж н о с т ь м и н и м а л ь 
ного р а д и у с а . 

Д о к а ж е м с л е д у ю щ е е простое у т в е р ж д е н и е : если на 
искомой о к р у ж н о с т и л е ж и т е д и н с т в е н н а я точка , то центр 
о к р у ж н о с т и есть проекция этой точки на ось абсцисс . 

П р е д п о л о ж и м противное — на минимальной о к р у ж 
ности л е ж и т е д и н с т в е н н а я точка Z (х у), а центр ее не 
с о в п а д а е т с (х; 0) . Если мы начнем п о н е м н о ж к у д в и г а т ь 
центр о к р у ж н о с т и , проходящей через точку Z, в н а п р а в 
лении (х; 0), то, т а к к а к все точки, кроме Z, л е ж а т внутри 
окружности , до какого-то момента они и будут о с т а в а т ь 
ся внутри нее. Т а к и м о б р а з о м мы м о ж е м хоть чуть-чуть, 
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но сдвинуть центр , уменьшив при этом р а д и у с о к р у ж н о 
сти , с о д е р ж а щ е й все точки. П о л у ч а е м противоречие 
с п р е д п о л о ж е н и е м о минимальности р а д и у с а . 

Следствие. Если на искомой окружности л е ж и т толь
ко одна точка , то это точка с м а к с и м а л ь н о й по модулю 
ординатой . 

О т м е т и м , что о к р у ж н о с т ь с центром на оси а б с ц и с с 
единственным о б р а з о м о п р е д е л я е т с я д в у м я л е ж а щ и м и 
на ней т о ч к а м и (центр этой о к р у ж н о с т и — это точка 
пересечения оси абсцисс и серединного п е р п е н д и к у л я р а 
к отрезку , соединяющего эти д в е точки) . 

Вариант 1. 
Ш а г 1. И щ е м точку (х{, yt) с м а к с и м а л ь н о й по моду

л ю ординатой у{ (если т а к и х точек несколько и у них 
р а з н ы е а б с ц и с с ы , то перейти на Ш а г 2) и д л я о к р у ж н о 
сти С (xf, (х{у yi)) п р о в е р я е м , с о д е р ж и т ли она все N точек. 
Если да , то з а д а ч а р е ш е н а , если нет, то переходим 
к Ш а г у 2. 

Ш а г 2. С р е д и о к р у ж н о с т е й , о п р е д е л я е м ы х всевоз
м о ж н ы м и п а р а м и точек (Р{; Р ; ) , находим те , которые 
с о д е р ж а т все точки, а з а т е м в ы б и р а е м из них о к р у ж 
ность м и н и м а л ь н о г о р а д и у с а . 

П а р точек, которые могут о п р е д е л я т ь о к р у ж н о с т и , 
всего N (N —1)/2, т. е. п о р я д к а N2, с л е д о в а т е л ь н о , и воз
м о ж н ы х о к р у ж н о с т е й т о ж е п о р я д к а N2. Д л я проверки 
п р и н а д л е ж н о с т и N точек к а ж д о й о к р у ж н о с т и т р е б у е т с я 
п о р я д к а N о п е р а ц и й . П о л у ч а е м , что с л о ж н о с т ь этого 
а л г о р и т м а п о р я д к а N3. ( К о г д а мы говорим о сложности 
а л г о р и т м а , то р а с с м а т р и в а е м только з а в и с и м о с т ь роста 
числа т р е б у е м ы х о п е р а ц и й от числа N, и гнорируя 
все к о н с т а н т н ы е м н о ж и т е л и и медленно р а с т у щ и е с л а г а 
емые . ) Р а с с м о т р и м другой способ р е ш е н и я этой з а д а ч и , 
о с нова нны й на более глубоком ее а н а л и з е . 

Вариант 2. 
П р о в е р к а по Ш а г у 1 р а н е е изложенного а л г о р и т м а 

остается без изменения . П у с т ь и с к о м а я о к р у ж н о с т ь не 
н а й д е н а . Д л я обоснования Ш а г а 2 д о к а ж е м с л е д у ю щ е е 
у т в е р ж д е н и е : 
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П у с т ь о к р у ж н о с т ь с центром (Рф, 0) о п р е д е л я е т с я 
т о ч к а м и Pi(x{, yt) и Pj(xf, у,). О н а только тогда может 
быть с о д е р ж а щ е й все точки о к р у ж н о с т ь ю С м и н и м а л ь н о 
го р а д и у с а , когда (Рф, 0) л е ж и т на ортогональной про
екции о т р е з к а [(хц yt); (хц yt)] на ось абсцисс , т. е. д о л ж 
ны в ы п о л н я т ь с я н е р а в е н с т в а х^Рц^х^ 

О к р у ж н о с т ь С с центром (Рф, 0) д о л ж н а проходить не 
менее чем через две точки з а д а н н о г о м н о ж е с т в а из 
N точек, и при этом из исходных точек всегда можно 
в ы б р а т ь две т а к и е (обозначим их Р{(хц yv) и Pj(xf, yf)), 
что xt < Рц< Xj. Д е й с т в и т е л ь н о , если бы абсциссы всех 
л е ж а щ и х на о к р у ж н о с т и точек б ы л и , н а п р и м е р , меньше 
Рц, то (Рф 0) можно б ы л о бы сместить влево по оси абс
цисс на некоторую величину с у м е н ь ш е н и е м р а д и у с а 
о х в а т ы в а ю щ е й все точки о к р у ж н о с т и , что противоречит 
минимальности найденной р а н е е о к р у ж н о с т и . 

Ни одна из точек, л е ж а щ и х на о к р у ж н о с т и , не может 
иметь а б с ц и с с ы Рц в следствие н е в ы п о л н е н и я условия 
Ш а г а 1. 

И т а к : всегда м о ж н о найти д в е л е ж а щ и е на о к р у ж н о 
сти точки Pt и Pj с а б с ц и с с а м и соответственно меньше 
и больше абсциссы центра о к р у ж н о с т и . Эти точки опре
д е л я ю т центр о к р у ж н о с т и (Рф 0) — точку пересечения 
серединного п е р п е н д и к у л я р а к отрезку [Рц Я-] с осью 
абсцисс . П р и этом точка (Рф 0), естественно, будет 
л е ж а т ь на проекции о т р е з к а [Pf, Pj] на ось абсцисс . 

Р а с с м а т р и в а я все п а р ы точек (Рц Pj), таких , что 
точка пересечения (Рф, 0) серединного п е р п е н д и к у л я р а 
к отрезку [Рц Pj] с осью а б с ц и с с л е ж и т на*' проекции 
о т р е з к а [Рц Pj] на ось абсцисс , п о л у ч а е м , что центр 
искомой о к р у ж н о с т и м и н и м а л ь н о г о р а д и у с а с о в п а д а е т 
с одной из т а к и м о б р а з о м полученных точек. К а ж д а я из 
р а с с м а т р и в а е м ы х п а р точек (Рц Pj) о п р е д е л я е т о к р у ж 
ность м и н и м а л ь н о г о р а д и у с а с о д е р ж а щ у ю эти две 
точки. 

И з всего в ы ш е с к а з а н н о г о п о л у ч а е м , что интересую
щ а я нас о к р у ж н о с т ь минимального р а д и у с а , с о д е р ж а -
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щ а я N точек, д о л ж н а иметь м а к с и м а л ь н ы й из всех 
полученных радиусов /?,,. 

Всего п а р точек {Р{, Я,) не более (N2 — N)/2, и, следо
вательно , с л о ж н о с т ь а л г о р и т м а : 

О ((Nz — N)/2) — 0 (N2~N) = 0 (N2). 
З д е с ь мы, к а к и обычно, и з б а в л я е м с я от констант 

и медленно р а с т у щ и х с л а г а е м ы х . 
Вариант 3. 
Все вычисления на м а ш и н е проводятся с ограни

ченной точностью, с о п р е д е л е н н ы м числом з н а к о в после 
з а п я т о й . Поэтому н а м б ы в а е т достаточно только ука 
з а т ь , что и н т е р е с у ю щ а я нас точка л е ж и т внутри отрезка 
з а р а н е е з а д а н н о й д л и н ы epsilon. Epsilon з а д а е т с я поль
з о в а т е л е м . Н а п р и м е р , если мы хотим найти координату 
точки с точностью 5 з н а к о в после з а п я т о й , то epsilon = 
= 1 ( Г 6 . 

В отличие от в а р и а н т а 2 мы не будем б р а т ь все 
п е р п е н д и к у л я р ы , п о п а д а ю щ и е на проекции отрезков , 
и и с к а т ь среди п о л у ч а е м ы х о к р у ж н о с т е й о к р у ж н о с т ь 
с м а к с и м а л ь н ы м радиусом . Наоборот , о п и с а н н ы м н и ж е 
способом будем в ы б и р а т ь точку на оси абсцисс и прове
рять , я в л я е т с я ли она искомой или нет. 

И з в а р и а н т а р е ш е н и я 2 м о ж н о с д е л а т ь вывод , что 
и с к о м а я точка л е ж и т на отрезке [Л 0 , fi0] = [min {х,}, 
т а х { х , } ] . П у с т ь С 0 = ( Л 0 + f i 0 ) / 2 — середина этого отрез
ка , a L — B0 — А0 — его д л и н а . 

О б о з н а ч и м : 
Dl(C0)— максимальное из расстояний от точки (С 0 ; 0) 

д о точек (х{, у{) с а б с ц и с с а м и х , < ; С 0 ; 
Dr(C0) — максимальное из расстояний от точки (С 0 ; 0) 

д о точек (я,-; у,) с а б с ц и с с а м и х^С0. 
О п и ш е м i-й и т е р а т и в н ы й ( п о в т о р я ю щ и й с я ) ш а г алго

р и т м а (i = 0, 1, . . . ) . 

Е С Л И В, — Аepsilon 
Т О центр о к р у ж н о с т и л е ж и т на о т р е з к е |Л ( ; БД и ж е л а е 
м а я точность достигнута . Стоп. 
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И Н А Ч Е 
В ы ч и с л я е м Ci = (Ai-\-Bi)/2 
Н а х о д и м Dl(Ci) и D r ( C , ) 
Е С Л И DKC^DriCt) 
Т О и с к о м а я точка не м о ж е т л е ж а т ь на п р о м е ж у т к е 

[А{, Ct], т а к к а к р а д и у с любой с о д е р ж а щ е й N точек 
о к р у ж н о с т и с центром на этом п р о м е ж у т к е больше 
Dr(Cj) (проверьте сами! ) , а о к р у ж н о с т ь с центром С ; 

имеет р а д и у с Dr(Ct). Поэтому центр искомой окружно

сти л е ж и т на о т р е з к е [С,; ВЦ, который мы обозначим 
Им.,; в1+1] 

И Н А Ч Е 
Е С Л И Dr(Ci)<Dl(CU 
Т О получаем , что центр искомой о к р у ж н о с т и ле

жит на [At; С,], который мы обозначим Bi+l] 
И Н А Ч Е 

Е С Л И £)г (С,) = / ) Ц С , ) 
Т О С; — центр искомой о к р у ж н о с т и . Стоп 

Конец iro итеративного ш а г а . В ы п о л н и т ь ш а г г + 1 

М ы видим, что д л и н а L н а ч а л ь н о г о о т р е з к а на к а ж 

дом ш а г е у м е н ь ш а е т с я вдвое. Алгоритм , вообще говоря, 
з а к а н ч и в а е т работу при выполнении условия 

L/(2s)^epsilon. 

П р и м е ч а н и е . Таким образом, требуется не более чем S = 
= [log 2(L/epsilon)\-\-\ шагов, где log 2 — это логарифм по основанию 2. 

Так как на каждом шаге (для вычисления DI и Dr) выполняется не 
более О (Ы) операций, то всего их потребуется порядка 

О (N log 2 (L/epsilon)). 

12. Это п е р е б о р н а я з а д а ч а . О б р а т и т е внимание , что 
стороны к в а д р а т а могут и не б ы т ь п а р а л л е л ь н ы осям 
координат ! К а ж д у ю из N точек мы последовательно 
р а с с м а т р и в а е м в качестве верхнего левого угла к в а д р а 

та , к а ж д у ю из о с т а в ш и х с я N — 1 — к а к н и ж н ю ю п р а в у ю 
вершину и смотрим, есть ли д л я них в этом множестве из 
N точек точки, соответствующие верхнему п р а в о м у и ниж

нему левому у г л а м . Е с л и да , то п о д с ч и т ы в а е м , сколько 
точек л е ж и т в д а н н о м к в а д р а т е . 



Пусть координата левого верхнего угла (хх, */,), ниж
него правого — (х2, у2), тогда координата пересечения 
д и а г о н а л е й к в а д р а т а : 

((*, + * 2 ) / 2 ; (у1 + у2)/2); 
координата верхнего правого угла : 

{(xl + x2)/2 + [yl-(yl + y2)/2]; 
(У, + Уг)/2 + + х3)/2]) = ((ж, + х2 + ух - у2)/2; 

(хх — х2 + ух + у2)/2), 
нижнего левого: 

((х, + х2 — ух + у2)/2; (— хх + х2 + ух + у2)/2). 

Д л я (хх; ух) и (х 2 ; г/2) д о л ж н ы в ы п о л н я т ь с я с л е д у ю щ и е 
н е р а в е н с т в а : xx^Lx2, ух^у2 ( и н а ч е это будут у ж е не 
л е в ы й верхний и п р а в ы й нижний у г л ы к в а д р а т а ) . 

13. И з координат в е р ш и н прямоугольников формиру
ем массивы: массив Xkor, с о д е р ж а щ и й х -координаты вер
шин п р я м о у г о л ь н и к о в , с в я з а н н ы й с ним массив Хпот, 
с о д е р ж а щ и й соответствующие номера прямоугольников , 
а н а л о г и ч н о ф о р м и р у ю т с я м а с с и в ы Ykor и Ynom д л я «/-коор
д и н а т . П р и этом координате в е р ш и н ы с т а в и т с я в со
ответствие номер со з н а к о м « + », если в е р ш и н а л е в а я 
н и ж н я я , и з н а к « — » , если п р а в а я верхняя . 

З а т е м м а с с и в ы координат сортируют в п о р я д к е не
у б ы в а н и я (при этом соответствие м е ж д у к о о р д и н а т а м и 
и н о м е р а м и прямоугольников сохраняется ) , причем для 
о д и н а к о в ы х к о о р д и н а т в н а ч а л е д о л ж н ы р а с п о л а г а т ь с я 
номера л е в ы х (нижних) вершин (т. е. со з н а к о м « + »), 
а з а т е м номера п р а в ы х (верхних) . 

З а д а ч а р е ш а е т с я в д в а э т а п а . Н а первом э т а п е 
р е ш а е т с я з а д а ч а н а х о ж д е н и я м а к с и м а л ь н о г о числа вза 
имно п е р е с е к а ю щ и х с я отрезков на оси Ох (в качестве 
отрезков берутся проекции прямоугольников на ось Ох). 

М а к с и м а л ь н о е число в з а и м н о п е р е с е к а ю щ и х с я отрез
ков находится с л е д у ю щ и м о б р а з о м : п р о с м а т р и в а е м м а с 
сив Xkor от н а ч а л а к концу и у в е л и ч и в а е м на 1 перемен
ную, соответствующую т е к у щ е м у числу пересечений, ес-
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ли п р о с м а т р и в а е м а я координата соответствует левому 
концу отрезка , и у м е н ь ш а е м эту п е р е м е н н у ю на 1, если 
т е к у щ а я координата соответствует п р а в о м у концу от
р е з к а . 

М а к с и м а л ь н о е число в з а и м н о п е р е с е к а ю щ и х с я отрез 
ков есть м а к с и м а л ь н о е значение т е к у щ е г о числа пересе
чений. З а м е т и м , однако , что если д л я двух п р я м о у г о л ь 
ников их проекции на оси Ох и Оу п е р е с е к а ю т с я , то 
прямоугольники п е р е с е к а ю т с я . 

На втором э т а п е ищется пересечение прямоугольни
ков. Возьмем некоторую п р я м у ю вида у = С ( п а р а л л е л ь 
ную оси Ох) и все п р я м о у г о л ь н и к и , которые она пересе
кает , будем н а з ы в а т ь а к т и в н ы м и . Эти п р я м о у г о л ь н и к и 
в м а с с и в е ACTIV пометим 1, о с т а л ь н ы е — 0. 

Теперь , используя р е з у л ь т а т ы первого э т а п а , с учетов 
массива ACTIV находится м а к с и м а л ь н о е число в з а и м н о 
п е р е с е к а ю щ и х с я п р я м о у г о л ь н и к о в , которые я в л я ю т с я 
а к т и в н ы м и д л я р а с с м а т р и в а е м о г о з н а ч е н и я С (ищется 
м а к с и м а л ь н о е число п е р е с е к а ю щ и х с я активных п р я м о 
угольников) . 

Теперь определим в о з м о ж н ы е значения С. М о ж н о 
ограничиться только теми з н а ч е н и я м и у, которые со
ответствуют концевым точкам проекций прямоугольни
ков на ось Оу. С л е д о в а т е л ь н о , ф о р м и р о в а н и е м а с с и в а 
ACTIV м о ж е т о с у щ е с т в л я т ь с я по с л е д у ю щ е м у принципу: 
отсортировав «/-координаты проекций по н е у б ы в а н и ю 
значений (с учетом того ф а к т а , что д л я нескольких 
о д и н а к о в ы х координат в н а ч а л е р а с п о л а г а ю т с я коорди
наты, соответствующие верхним к о н ц а м отрезков , а з а 
тем р а с п о л а г а ю т с я к о о р д и н а т ы , соответствующие ниж
ним к о н ц а м отрезков) . 

П р о с м а т р и в а я м а с с и в от н а ч а л а к концу, мы активи
зируем прямоугольник , если т е к у щ а я к о о р д и н а т а со
ответствует н и ж н е м у концу проекции, или отменяем 
активность п р я м о у г о л ь н и к а , если т е к у щ а я координата 
соответствует верхнему концу проекции. П р о ц е с с форми-

54 



р о в а н и я м а с с и в а ACTIV н а ч и н а е м при значении пере
менной С, равной минимальной у -координате ( в н а ч а л е 
все э л е м е н т ы м а с с и в а р а в н ы 0). Алгоритм з а к а н ч и в а е т 
р а б о т у при значении переменной С, равной м а к с и м а л ь 
ной «/-координате. 

14. Понятно , что если есть свеча с нулевыми коорди
н а т а м и или к а к и е - н и б у д ь две свечи л е ж а т на прямой , 
проходящей через н а ч а л о координат , по р а з н ы е стороны 
от н а ч а л а координат , то р е ш е н и я не существует . 

Пусть т а к и х свеч нет. П р о в е д е м линию через центр 
и первую свечу (пусть это точка А). Если все свечи 
о к а з а л и с ь по одну сторону от п р я м о й , то р е ш е н и е по
строено . П р е д п о л о ж и м , что существуют свечи по р а з н ы е 
стороны п р я м о й . О п р е д е л и м н а п р а в л е н и е п р я м о й от 
центра к свече, и пусть М — м н о ж е с т в о точек, л е ж а щ и х 
по п р а в у ю сторону от прямой . О п р е д е л и м с р е д и них 
точку В, д л я которой угол АОВ м а к с и м а л ь н ы й и л е ж и т 
в п р е д е л а х от 0° до 180°. П р о в е д я п р я м у ю через точки 
О и В, п р о в е р я е м , л е ж а т ли все свечи по одну сторону от 
нее. Е с л и д а , то решение найдено . Если нет, то реше
ния нет. 

15. П р и п и ш е м сторонам к а ж д о г о из N п р я м о у г о л ь н и 
ков о р и е н т а ц и ю : л е в а я сторона считается идущей сверху 
вниз ( о р и е н т а ц и ю обозначим 1), н и ж н я я — с л е в а н а п р а 
во (2) , п р а в а я — снизу вверх (3), в е р х н я я — с п р а в а н а л е 
во (4). Н а й д е м точки пересечения всех N п р я м о у г о л ь н и 
ков. О б о з н а ч и м это множество точек S. Д о б а в и м в S уг
л о в ы е точки всех прямоугольников . К а ж д о й из точек 
S п р и п и ш е м п а р у , состоящую из д в у х ориентации , со
ответствующих ориентации тех р е б е р , пересечением ко
т о р ы х точка я в л я е т с я . 

Н а й д е м в м н о ж е с т в е S точку с м а к с и м а л ь н о й ордина 
той. Если т а к и х точек несколько , то возьмем среди них 
точку Р0 с м и н и м а л ь н о й абсциссой . Эта точка л е ж и т на 
верхней части контура объединения прямоугольников 
и я в л я е т с я л е в ы м верхним углом какого-то п р я м о у г о л ь 
ника . П е ч а т а е м Р0. Б у д е м д в и г а т ь с я от Р0 вниз по ребру , 
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пока не встретим одну из точек S (это будет либо точ

ка — в е р ш и н а п р я м о у г о л ь н и к а , л и б о точка — пересече

ние сторон) . О б о з н а ч и м эту точку Рх. Ей п р и п и с а н а п а р а 
ориентации (О , ; 0 2 ) , одна из о р и е н т а ц и и (пусть , напри

мер, Ох) есть 1 (это то ребро , по которому мы пришли 
в Рх). П е ч а т а е м Рх — очередную вершину контура , и дви

гаемся из точки Рх (по ребру какогото п р я м о у г о л ь н и к а ) 
в н а п р а в л е н и и 0 2 , пока не достигнем еще какойнибудь 
в е р ш и н ы из S. О б о з н а ч и м ее Р2. У нее п а р а ориентации 
(Of; 0 0 . Пусть , н а п р и м е р , 0 2 = 0 2 , тогда мы из очередной 
вершины контура Р2 будем д в и г а т ь с я в н а п р а в л е н и и Of 
и т. д., пока не достигнем в е р ш и н ы Р0. Контур выписан . 

О п р е д е л и м , есть ли в контуре « д ы р к и » . З а н е с е м 
в массив Л[1 . .2 , 1..2N] в строку 1 все о р д и н а т ы вершин 
прямоугольников без повторений и отсортируем этот 
массив по первой строке по в о з р а с т а н и ю . П р е д п о л о ж и м , 
что в массиве Л хранится всего S р а з л и ч н ы х ординат : 
А [1 , 1], А [1 , s]. С н а ч а л а все А [2, г] = 0, г = 1, S. 

О п р е д е л и м м а с с и в В[1 . .4 , I..N]. В первой строке 
массива В р а с п о л а г а ю т с я в п о р я д к е н е у б ы в а н и я хкоор

д и н а т ы л е в ы х н и ж н и х и п р а в ы х верхних вершин всех 
N прямоугольников . П у с т ь В [1 , i] — хкоордината какой

то вершины Р; В [2, i] и В [3, i] — соответственно ордина

ты нижней и верхней вершин той вертикальной стороны 
п р я м о у г о л ь н и к а , на которой л е ж и т Р ; В [4, £] = 0, если 
эта в е р т и к а л ь н а я сторона п р я м о у г о л ь н и к а л е в а я , и 1, 
если — п р а в а я . 

Воспользуемся методом с к а н и р у ю щ е й прямой . Будем 
б р а т ь по в о з р а с т а н и ю индекса i э л е м е н т ы ВЦ, i] масси

ва В. 
Если В [4, г] = 0, то будем у в е л и ч и в а т ь на 1, а если 

В [4, / ] = 1, то у м е н ь ш а т ь на 1 все э л е м е н т ы А [2, / ] такие , 
что В [2, i]^LA [1 , ]]<В [3, i](A [2, / ] будет р а в н о количе

ству прямоугольников , с о д е р ж а щ и х внутри себя или на 
г р а н и ц е отрезок Л [ 1 , / ] < Г г / < Л [2, / ] , x = B[l, i]). 

Если какоето А [2, / ] = 0, то это означает , что прямо

угольники при x — B[l, i] не п о к р ы в а ю т и н т е р в а л у — 
= ( Л [ 1 , / ] ; Л [ 1 , / + ! ] ) . 
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Если мы найдем т а к и е /, / и k, что при х = В[\, i] 
интервал (Л [1, /']; Л [1, не покрыт многоугольника
ми (т. е. Л [2, j] = A [2, / + 1] = . . . =А [2, Л] = 0), а интер
в а л ы ( Л [ 1 , Л [ 1 , /]) и (Л [1 , k+Ц Л [ 1 , Л + 2]) 
п о к р ы т ы (т. е. Л [2, / — 1 ] > 0 и Л [2, & + 1 ] > 0 ) , и точка 
(х; у) = (В [1 , г']; Л [1 , /]) не п р и н а д л е ж и т внешнему конту
ру фигуры — объединению прямоугольников , то у фигу
ры есть по к р а й н е й мере одна « д ы р к а » . Чтобы, при 
необходимости, в ы п и с а т ь контур « д ы р к и » , поступим, к а к 
и в случае н а х о ж д е н и я внешнего к о н т у р а , — пойдем по 
р е б р а м , о б р а з у ю щ и м контур «дырки» , но обход контура 
необходимо будет о с у щ е с т в л я т ь по часовой с т р е л к е , 
т. е. против о р и е н т а ц и и сторон. 

16. Контур м о ж е т иметь излом л и ш ь в точках , л е ж а 
щих на стенах зданий . З а н е с е м в м а с с и в Л к о о р д и н а т ы 
L[i] и R[i] и отсортируем его по н е у б ы в а н и ю . З а м е т и м 
т а к ж е , ч т о м е ж д у двух соседних стен ( о п р е д е л я е м ы х к а ж 
д ы м и д в у м я соседними э л е м е н т а м и м а с с и в а ) высота 
контура остается постоянной. Поэтому д л я к а ж д ы х двух 
соседних элементов м а с с и в а Л н а й д е м их полусумму 
( к о о р д и н а т у точки, л е ж а щ е й м е ж д у с т е н а м и ) и вычис
л и м высоту контура в этой точке; после этого мы будем 
з н а т ь высоты всех г о р и з о н т а л ь н ы х п л о щ а д о к и коорди
н а т ы н а ч а л а и конца этих п л о щ а д о к . 

Будем в ы п и с ы в а т ь контур точка за точкой, н а ч и н а я 
с самой левой точки контура . 

Если две соседние г о р и з о н т а л ь н ы е п л о щ а д к и имеют 
о д и н а к о в у ю высоту, то мы их « с к л е и в а е м » , т. е. р а с с м а т 
р и в а е м к а к одну п л о щ а д к у . 

Если ж е д в е соседние п л о щ а д к и р а з л и ч а ю т с я по 
высоте , то, следовательно , надо в ы п и с а т ь в е р т и к а л ь н ы й 
излом контура . 

17. С ч и т а е м , что точки в S не д у б л и р у ю т с я ( т а к к а к 
S — множество) . Введем в м н о ж е с т в о S точки (0; да), 
(0; 0), ( У ; 0) , (v; w) — вершины А. Б у д е м и с п о л ь з о в а т ь 
д в а д в у м е р н ы х м а с с и в а — ВХ и BY; в м а с с и в е ВХ р аспо 
л а г а ю т с я к о о р д и н а т ы точек м н о ж е с т в а S в п о р я д к е 
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н е у б ы в а н и я а б с ц и с с ы , в BY— по н е в о з р а с т а н и ю ордина 

ты . П а р а (BX[i, 1]; BX[i, 2]) ( а н а л о г и ч н о (BY[j, 1]; 
BY [/", 2])) есть х- и «/координаты точки из 5 . 

Р а с с м о т р и м м н о ж е с т в о п р я м о у г о л ь н и к о в Я„ удовле

т в о р я ю щ и х условию з а д а ч и . Тот из них, который имеет 
м а к с и м а л ь н у ю п л о щ а д ь , и я в л я е т с я искомым. Очевидно , 
что на к а ж д о й из сторон Я, д о л ж н а л е ж а т ь точка из 
S либо сторона Я, д о л ж н а л е ж а т ь на стороне А. 
Р а с с м о т р и м с л е д у ю щ и е с л у ч а и . 

1) Верхняя сторона Я л е ж и т на верхней стороне 
п р я м о у г о л ь н и к а А. Д л я к а ж д о й точки BX[i] ищем, дви

г а я с ь по массиву ВХ в п р а в о и влево от э л е м е н т а ВХ [/], 
т а к и е первые ВХ [/] и BX[k], /<*', k>i, что BX[j, 2 ] > 
>BX[i, 2], BX[k, 2]>BX[i, 2] . 

С ч и т а е м , что стороны п р я м о у г о л ь н и к а Я, проходят: 
н и ж н я я — через точку BX[i], л е в а я — через BX[j], п р а 

в а я — через ВХ [к]. В е р х н я я сторона л е ж и т на верхней 
стороне А. 

Т а к и м о б р а з о м находим все п р я м о у г о л ь н и к и , п р и м ы 

к а ю щ и е к верхней стороне. 
П р я м о у г о л ь н и к и , п р и м ы к а ю щ и е к нижней , левой 

и п р а в о й с т о р о н а м А, находятся а н а л о г и ч н о , но в двух 
последних с л у ч а я х надо вместо ВХ использовать м а с 

сив BY. 
2) Ни одна из сторон Р{ не л е ж и т на стороне А. Б е р е м 

последовательно точки м а с с и в а ВК[£] , г = 1 , N, и счи

т а е м , что в е р х н я я сторона Я, проходит через точку 
£ У [ £ ] . Д л я этой точки п о л а г а е м с н а ч а л а , что XBegin = 0, 
^End= У П р и просмотре м а с с и в а BY в п р а в о от э л е м е н т а 
BY[i] находим т а к и е точки BY[j] и BY [к], которые 
п е р в ы м и у д о в л е т в о р я т условиям BY[j, l)^XBegin, 
BY[k, l]^XEnd, BY[j, l]<BY[i, 1], BY[k, \}>BY[i, 1] 
(объяснение смотрите ниже), т. е. мы находим точки с мак

симальной ординатой, через которые можно провести пра

вую и левую стороны прямоугольника Я,. Внутри интер

в а л а (BY[j, 1]; BY[k, 1]) на оси Ох ищем точку BY [г, 1] 
т а к у ю , что / / координата этой точки BY [г, 2] м а к с и 
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м а л ь н а я , меньше величины т а х { В У [ / , 2], BY[k, 2]}. 
Ч е р е з эту точку В У [г] проведем н и ж н ю ю сторону п р я м о 
угольника . П о л а г а е м XBegin — ВY[/', 1], XEnd — BY[k, 1]. 

Н о этим прямоугольником м о ж е т не и с ч е р п ы в а т ь с я 
все множество прямоугольников , у которых точка ВУ[г] 
л е ж и т на верхней стороне. П о п ы т а е м с я найти е щ е один 
из т аких прямоугольников . Очевидно , что л е в а я его 
сторона имеет х -координату не меньше чем XBegin> а пра 
в а я — не б о л ь ш е чем XEnd. Будем и с к а т ь т а к у ю точку 
BY [г], что XBegin ^ В Y [г, l]^XEnd ( т еперь у ж е понятно 
почему) , BY[r, 2 ] — м а к с и м а л ь н а я из всех о р д и н а т , 
меньше т а х { В У [ / , 2], BY[k, 2]} ( м ы « с у ж а е м » п р я м о 
угольник к а к м о ж н о незначительнее) . Если BY [г, 1 ] < 
<ZBY[i, 1], то это новая л е в а я сторона , иначе — н о в а я 
п р а в а я . Н а х о д и м новую н и ж н ю ю сторону и т. д. Если мы 
не м о ж е м найти нового значения б У [г], то просмотр 
прямоугольников с точкой В У [г] на верхней стороне 
закончен , и мы переходим к В У [ г ' + 1 ] . 

18. Д л и н а стороны первого к в а д р а т а — 1, второго — 
1, третьего — 2, четвертого — 3 и т. д . Видно, что д л и н ы 
сторон есть числа Фибоначчи , о п р е д е л я е м ы е с л е д у ю щ и м 
р е к у р р е н т н ы м соотношением: 

а ( 1 ) = 1 , и ( 2 ) = 1 , u(N) = u(N—l) + u(N — 2). 

Б у д е м х р а н и т ь к о о р д и н а т ы четырехугольника Л,-— 
объединения к в а д р а т о в с н о м е р а м и от 1 до /. 

Второй к в а д р а т Л 2 рисуется с п р а в а от первого Л , , 
А3 — сверху от Л 2 , А4 — с л е в а от А3, Л 5 — снизу от Л 4 , 
Л 6 — опять с п р а в а от Л 5 и т. д. 

К а к только точка Р в п е р в ы е п о п а д а е т в Аь р а с п е ч а 
т ы в а е м номер L П р о в е р к а п р и н а д л е ж н о с т и точки Р че
т ы р е х у г о л ь н и к у с п а р а л л е л ь н ы м и сторонами: пусть л е 
вый верхний угол (х,; г/,), п р а в ы й нижний (х 2 ; у2)\ 
точка Р(РХ; Ру) п р и н а д л е ж и т четырехугольнику , если 
одновременно хх^Рх^.х2 и у2^Ру^~У\. 

19. О т с о р т и р у е м к о о р д и н а т ы точек в п о р я д к е неубы
в а н и я х -координат , а в с л у ч а е о д и н а к о в ы х х -координат 
в п о р я д к е н е в о з р а с т а н и я «/-координат. Н а х о д и м коорди-
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наты средней точки ( н а х о д я щ е й с я в позиции (п. div 2-f-
+ 1) отсортированного м а с с и в а координат) . Пусть эта 
точка имеет к о о р д и н а т ы (х 0 ; у0). П р и этом множество 
точек о к а з а л о с ь р а з б и т ы м на 3 части : точки, л е ж а щ и е на 
п р я м о й х = х 0 ; точки, л е ж а щ и е л е в е е прямой х = х 0 ; точ
ки, л е ж а щ и е п р а в е е прямой х = х 0 . П р е д с т а в и м , что 
точки, л е ж а щ и е л е в е е п р я м о й х = х 0 , л е ж а т в пределах 
п р я м о у г о л ь н и к а , х - к о о р д и н а т а правого к р а я которого 
равна х, (х1<Сх0), а точки, л е ж а щ и е правее прямой х = х0, 
л е ж а т в п р е д е л а х п р я м о у г о л ь н и к а , х -координата ле
вого к р а я которого р а в н а х2(х2>х0). П р и этом верхний 
и нижний к р а я обоих прямоугольников имеют координа
ты утах и ymin соответственно, где утак — м а к с и м а л ь н а я 
/ / -координата точек, ymin — м и н и м а л ь н а я //-координата.. 

Тогда существует п р я м а я с достаточно большим уг
лом н а к л о н а ( н а п р и м е р , с углом н а к л о н а , т ангенс кото
рого п р е в ы ш а е т величину (утах — / / m i n + 2 ) / Z , где Z — 
= min (xQ—х,, х2 — х 0 ) , которая р а з д е л я е т эти части. Оста 
лось р а з д е л и т ь только точки на прямой так , чтобы 
количество точек в получившихся частях б ы л о р а в н ы м 
(т. е. найти точку пересечения р а з д е л я ю щ е й прямой 
с п р я м о й х — х0). Е С Л И количество точек нечетно, то 
р а з д е л я ю щ а я п р я м а я проходит через среднюю точку, 
иначе — н а д средней точкой отсортированного массива , 
но под п р е д ы д у щ е й , если та л е ж и т на прямой х = х 0 . 

Т а к и м о б р а з о м : 
х, — может быть найдена просмотром м а с с и в а х-коор-

д и н а т с п р а в а н а л е в о от средней точки до н а х о ж д е н и я 
первой к о о р д и н а т ы , отличной от х 0 ; если така^я координа
та не н а й д е н а , то х1 = х0—1; 

х 2 — может быть найдена просмотром массива х-коор-
д и н а т слева н а п р а в о от средней точки до н а х о ж д е н и я 
первой к о о р д и н а т ы , отличной от х 0 ; если т а к а я координа
та не найдена , то Х ! = х 0 + 1 ; 

ух — это / / -координата точки, предшествующей средней 
точке, если ее х -координата р а в н а х 0 или р а в н а / / 0 + 1 , 
если х -координата точки, п р е д ш е с т в у ю щ е й средней точ
ке, не р а в н а х 0 . 
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После того к а к хй, у0, хь ух найдены, осталось на
п и с а т ь у р а в н е н и е прямой с тангенсом угла н а к л о н а 
( У т а х — ^ т 1 п + 2 ) / 2 , проходящей через точку с к о о р д и н а т а 
ми (х2; у2), о п р е д е л я е м у ю по с л е д у ю щ е м у п р а в и л у : 

если N — четно, 
то х2 = х0; # 2 = (#o + y i ) / 2 , 
иначе х2 = х0; у2 = у0-
20. П р о в е д е м через к а ж д у ю вершину этих двух вы

пуклых многоугольников п р я м ы е , п а р а л л е л ь н ы е оси 
Оу. Эти п р я м ы е р а з б и в а ю т всю плоскость на полосы. 
Пересечение к а ж д о й полосы с в ы п у к л ы м многоугольни
ком о б р а з у е т т р а п е ц и ю , поэтому внутри к а ж д о й полосы 
пересечением двух в ы п у к л ы х многоугольников будет пе
ресечение двух четырехугольников . С о б и р а е м все эти 
пересечения в одну фигуру , у д а л я я при этом л о ж н ы е 
в е р ш и н ы , которые возникают на г р а н и ц а х м е ж д у поло
с а м и . 

О б ъ е д и н е н и е д е л а е т с я аналогично . 
2 1 . Если проекция точки Z п о п а д а е т на сторону 

многоугольника , а не на ее п р о д о л ж е н и е , то м и н и м а л ь 
ное р а с с т о я н и е от точки Z до стороны есть д л и н а прове
денного п е р п е н д и к у л я р а . Е с л и ж е проекция точки Z по
п а д а е т на п р о д о л ж е н и е стороны, то м и н и м а л ь н о е р а с с т о 
яние есть минимум из расстояний от Z до концевых точек 
этой стороны. 

М и н и м а л ь н о е расстояние от точки Z до контура есть 
минимум из расстояний от точки Z до к а ж д о й из сторон. 

22. П р о в е р я е м , л е ж и т ли точка Z на к а к о м - л и б о 
отрезке . Если нет, то проводим отрезок , концевые точки 
которого Z, и, н а п р и м е р , точка с номером 1. Н а х о д и м 
б л и ж а й ш у ю к Z точку пересечения этого отрезка и сто
рон многоугольников , на которые р а з б и в а е т с я плоскость . 
П у с т ь эта точка п р и н а д л е ж и т стороне АЬ. Д л я треуголь 
ника ZAB с н а ч а л а о п р е д е л и м н а п р а в л е н и е обхода конту
р а от А к В ( з а д а ч а 3). Д л я стороны АВ ищем следую
щ у ю , с м е ж н у ю с ней, сторону ВС контура , к о т о р а я 
о б р а з у е т м а к с и м а л ь н ы й по величине угол с отрезком ВА 



Рис. 27 

(угол отсчитывается от о т р е з к а АВ по часовой или 
против часовой стрелки в з а в и с и м о с т и от того, по или 
против часовой стрелки обход). Находим з а м к н у т ы й кон
тур и о п р е д е л я е м , находится точка Z внутри него или 
с н а р у ж и ; если с н а р у ж и , то у д а л я е м из ф и г у р ы все ребра 
этого контура и повторяем процесс (рис . 27) . 

23. П о д о б н ы е многоугольники могут быть з е р к а л ь н о 
с и м м е т р и ч н ы . Ф и г у р а на плоскости полностью х а р а к т е 
ризуется м а т р и ц е й расстояний C[i, / ] , где С [г, / ] — 
р а с с т о я н и е от в е р ш и н ы / до в е р ш и н ы / . Д л я к а ж д о й из 
введенных фигур строим свою м а т р и ц у расстояний 
и п р о в е р я е м , м о ж е м ли мы получить из одной м а т р и ц ы 
д р у г у ю перестановкой строк и столбцов и у м н о ж е н и е м 
всех элементов м а т р и ц ы на одно и то ж е число. 

24. Д а д и м д р у г у ю и н т е р п р е т а ц и ю этой з а д а ч и : есть 
N отрезков , о п и с ы в а е м ы х у р а в н е н и я м и 

atx-4-Ъ{, — у, х 0 < х < л : | , г — 1 , N. 

П р е д п о л о ж и м , что отрезки не с о в п а д а ю т . 
1) Н а й т и верхний контур объединения фигур 

atx-\~b^y, i = 1, JV, x0^.x^.xu 

(т . е. найти т а к у ю р а з б и в к у tQ, tp о т р е з к а [х0, хх] 
и те кусочки отрезков a,x + fe(=/y, t j ^ . x ^ t l + l , / = 
= 0, р — 1, что отрезок flyc-f-f?,- л е ж и т не н и ж е 
любого другого о т р е з к а при / ; - ^ х < ^ г / + 1 ) . 
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2 ) Н а й т и т а к у ю р а з б и в к у отрезка [х0, xt] т о ч к а м и 
что в к а ж д о м секторе S j < J f < : S I - + 1 кусочки отрез 
ков а{х-\-Ьь i— 1, N не п е р е с е к а ю т с я , а на гра 
ницах сектора , при x = St и при x — S i + l , л е ж и т по 
к р а й н е й мере по одной точке пересечения отрез 
ков а,Аг+Ь,-, i — 1 , N. 

Р е ш и м с н а ч а л а пункт 2 ) з а д а ч и , з а т е м пункт 1). 
Н а й д е м все точки пересечения отрезков а,х-f-b ; , i = l , 
N, друг с другом . Д о б а в и м в это множество точки xQ 

и Х\. Упорядочим точки пересечения по в о з р а с т а н и ю 
(если в последовательности в с т р е ч а ю т с я несколько точек 
с одним и тем ж е значением, то о с т а в л я е м из них только 
одну) . П о л у ч а е м т а к и м о б р а з о м последовательность 
SQ, SQ. 

Д л я к а ж д о г о отрезка [Sp Sj+l], / = 0 , Q—1 нахо
дим его середину Z/- = (S /- + S / - + 1 ) / 2 , в ы ч и с л я е м з н а ч е н и я 
/, 7 = a , Z ; - ( - г = 1 , N, сортируем их по в о з р а с т а н и ю . 
И н д е к с ы i значений в отсортированной п о с л е д о в а т е л ь 
ности д л я фиксированного / к а к р а з и есть и с к о м а я 
п е р е с т а н о в к а (г,,-, г'2/, iNj) чисел 1, 2 , 3, N, упомяну
т а я в ф о р м у л и р о в к е з а д а ч и в пункте 2 д л я о т р е з к а 
[S„ S / + I ] . 

Д л я р е ш е н и я пункта 1 в ы п и ш е м по порядку д л я 
к а ж д о г о о т р е з к а [Sjt Sj+l], /* = 0 , Q— 1, величины iNj 

(это индекс самого верхнего о т р е з к а в секторе [ S / 5 S / + 1 ] ) . 
О т р е з о к с номером k м о ж е т быть с а м ы м верхним д л я 
нескольких с м е ж н ы х секторов [Sj, Sj+1], [Sn S r + 1 ] . 
Поэтому мы п р о с м а т р и в а е м номера iNj, соответствующие 
о т р е з к а м [Sjt S / + l ] , / = 0 , Q — 1, и о п р е д е л я е м последо
в а т е л ь н ы е м а к с и м а л ь н ы е отрезки , помеченные одним 
и тем ж е номером. Концевые точки этих м а к с и м а л ь н ы х 
отрезков и есть искомые точки t0, tp (они в ы б и р а ю т с я 
по у к а з а н н о м у в ы ш е методу из точек S 0 , SQ). 

2 5 . П у с т ь в фигуре у ж е проведены L д и а г о н а л е й , 
и они р а з б и в а ю т n-угольник на К частей . П р о в е д е м еще 
одну ( L + l ) - r o д и а г о н а л ь . П о д с ч и т а е м , сколько р а н е е 
проведенных д и а г о н а л е й п е р е с е к а е т во внутренних точ-
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ках эта д и а г о н а л ь . О б о з н а ч и м количество пересечений 
через S . П р о в е д е н и е д и а г о н а л и : 

1) у в е л и ч и в а е т количество р а з б и в о к л -угольника 
на 1; 

2) к а ж д о е пересечение этой д и а г о н а л и с р а н е е прове
денной д и а г о н а л ь ю т а к ж е у в е л и ч и в а е т количество 
р а з б и в о к на 1 (по условию н и к а к и е 3 д и а г о н а л и не 
п е р е с е к а ю т с я в одной точке) . 

И т а к , после проведения ( L + l ) - f t д и а г о н а л и коли
чество частей станет A' + S + l ( п р е д п о л а г а е т с я , что 
(L-4- 1)-я д и а г о н а л ь не с о в п а д а е т ни с одной р а н е е прове
денной) . 

К а к определить , п е р е с е к а е т с я ли д и а г о н а л ь , соединя
ю щ а я в е р ш и н ы i и / , с д и а г о н а л ь ю , з а д а н н о й в е р ш и н а м и 
т и р ? В е р ш и н ы i и / р а з б и в а ю т контур многоугольника 
на 2 части : м н о ж е с т в о А — в е р ш и н ы , л е ж а щ и е на конту
ре м е ж д у в е р ш и н а м и / и / , и м н о ж е с т в о В — в е р ш и н ы 
контура м е ж д у / и i ( м н о ж е с т в а Л и В не в к л ю ч а ю т i и / ) . 
Е с л и m п р и н а д л е ж и т одному из этих м н о ж е с т в , ар — 
другому , то д и а г о н а л и п е р е с е к а ю т с я , иначе — нет. 

26. Б у д е м о б о з н а ч а т ь через Vt вершину л о м а н о й с ко
о р д и н а т а м и (х„ г/;). 

С н а ч а л а р а с с м о т р и м р а з р е з круга л о м а н о й , состоя
щей только из двух ребер Rl = (Vl; V2) и R2 = (V2, V3). 
Д л я того чтобы р а з н я т ь этот круг , необходимо тянуть 
в н а п р а в л е н и и в е к т о р а S, в ы х о д я щ е г о из точки V2 и л е 
ж а щ е г о л и б о внутри угла VyV2V3 ( в е р ш и н а угла — точка 
V2), л и б о внутри ц е н т р а л ь н о - с и м м е т р и ч н о г о ему относи
тельно точки V2 у г л а . Б у д е м говорить , что вектор S л е 
ж и т в конусе С2 с вершиной V2. 

Аналогично , если л о м а н а я о п р е д е л я е т с я k в е р ш и н а 
ми, то д л я к а ж д о й п а р ы ребер (Vf, Vi+l) и ( V ( + 1 ; Vi+2), 
i — 1 , k — 2, определяем конус Ci+l в о з м о ж н ы х н а п р а в 
лений п е р е м е щ е н и я , з а т е м с ч и т а е м , что п а р а л л е л ь н ы м 
переносом в е р ш и н ы всех конусов с о в м е щ е н ы в одной 
точке . Пересечение всех Сь i — 2, k—1, и даст иско
мое в о з м о ж н о е н а п р а в л е н и е р а з н и м а н и я к р у г а . Е с л и это 
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пересечение пусто, то круг р а з н я т ь нельзя , иначе — 
можно . 

27 . П у с т ь точка Z — центр координат (если это не 
т а к , с д е л а е м п а р а л л е л ь н ы й перенос) . Д л я того чтобы 
звено з а б о р а было полностью видно, необходимо и доста 
точно, чтобы из точки Z, где стоит человек, б ы л и видны 
обе в е р ш и н ы этого звена и еще к а к а я - н и б у д ь его внут
р е н н я я точка . Будем считать , что вершина Р звена 
видна , если и н т е р в а л (Z; Р) не п е р е с е к а е т н и к а к и х 
звеньев з а б о р а или ж е если обе концевые в е р ш и н ы 
п е р е с е к а е м о г о звена k л е ж а т на [Z; Р], т. е. человек 
смотрит вдоль звена k. 

О т с о р т и р у е м по н е у б ы в а н и ю углы, о б р а з у е м ы е с 
осью Ох о т р е з к а м и , одна к о н ц е в а я точка которых Z, 
а в т о р а я пробегает все в е р ш и н ы звеньев (углы отсчиты-
в а ю т с я от точки Z в п о л о ж и т е л ь н о м н а п р а в л е н и и , 
т. е. против часовой стрелки) . П о л у ч а е м последователь 
ность углов ах, а2, ап. Д о б а в л я е м в эту последователь 
ность угол а п + 1 — ах. И з точки Z в н а п р а в л е н и и м е ж д у 
п р я м ы м и , и д у щ и м и под у г л а м и at и a i + b м о ж е т быть 
виден кусок только одного единственного звена . 

И з точки Z под у г л а м и ( a , - f a , + , ) / 2 , i= 1, п, прово
дим лучи и д л я к а ж д о г о луча смотрим, к а к о е звено 
k этот луч пересекает первым (пересечение по вершине не 
у ч и т ы в а е т с я ) . В том случае , если у этого звена к видны 
обе вершины, то звено видно полностью, если хотя бы 
одна в е р ш и н а не видна , то k видно частично. 

П о с л е а н а л и з а точек пересечения всех п лучей те 
звенья , которые не видны ни полностью, ни частично , 
получают пометку невидимых. 

28 . Р а с с м а т р и в а е м номера граней к а к элементы мас
сивов . Сортируем к а ж д ы й из массивов с помощью неко
торого обменного а л г о р и т м а ( н а п р и м е р , с помощью «пу
зырьковой» сортировки) , п о д с ч и т ы в а я количество обме
нов (пусть это KN и КМ соответственно) . Если отсорти
р о в а н н ы е массивы с о в п а д а ю т и (KN — КМ) к р а т н о 2, то 
т е т р а э д р ы с о в п а д а ю т . ( О б м е н двух граней м о ж н о т р а к 
т о в а т ь к а к о т р а ж е н и е т е т р а э д р а в з е р к а л е . ) 
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Глава 2 . ПОИСК М СОРТИРОВКИ 

§ 1. П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н Ы Й П О И С К 
Н Е О Б Х О Д И М О Г О Э Л Е М Е Н Т А В М А С С И В Е 

Человеку постоянно приходится с т а л к и в а т ь с я с з а д а 
ч а м и поиска требуемой и н ф о р м а ц и и . Типичными приме
р а м и м о ж е т с л у ж и т ь р а б о т а с тем или иным справочни
ком, телефонной книгой, библиотечной картотекой . 

В п р о г р а м м и р о в а н и и поиск я в л я е т с я одной из наибо
лее часто в ы п о л н я е м ы х о п е р а ц и й . Б у д е м считать , что 
множество из N элементов з а д а н о в виде м а с с и в а ( т а б 
л и ц ы ) А 

Среди разновидностей простейших з а д а ч поиска , 
в с т р е ч а ю щ и х с я на п р а к т и к е , можно в ы д е л и т ь следую
щие типы: 

1. Н а й т и хотя бы один элемент , р а в н ы й з а д а н н о м у 
элементу X. В р е з у л ь т а т е необходимо получить / — ин
декс (номер) э л е м е н т а м а с с и в а такой , что АЩ — Х. 

2. Н а й т и все э л е м е н т ы , р а в н ы е з а д а н н о м у X. В ре
з у л ь т а т е необходимо получить количество таких элемен
тов и (или) их индексы. 

Иногда поиск о р г а н и з у е т с я не по совпадению с эле
ментом X, а по в ы п о л н е н и ю некоторых условий . П р и м е 
ром м о ж е т с л у ж и т ь поиск элементов , у д о в л е т в о р я ю щ и х 
условиям А - ! ^ Д [f']=S^2> где Х{ и Х2 ^заданы. 

Е с л и у нас нет никакой добавочной и н ф о р м а ц и и 
о р а з ы с к и в а е м ы х д а н н ы х , то очевидный подход — это 
последовательный просмотр м а с с и в а . Такой метод н а з ы 
в а е т с я линейным или последовательным поиском. 

Р а с с м о т р и м с н а ч а л а р е а л и з а ц и ю последовательного 
поиска д л я з а д а ч типа 1. 

П о и с к з а к а н ч и в а е т с я при выполнении одного из двух 
следующих условий: 
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1. Э л е м е н т найден , т. е. в массиве есть такой э л е м е н т 
А [г], что А Щ = Х. 

2. Весь массив просмотрен и совпадения не о б н а р у 
ж е н о . 

О д н и м из возможных решений д а н н о й з а д а ч и м о ж е т 
быть с л е д у ю щ е е : пусть Р — п е р е м е н н а я логического ти
па, которая имеет значение «истина» , если элемент 
в массиве найден , и «ложь» — в противном с л у ч а е . 

Р : = « Л о ж ь » 
нц д л я i от 1 до N 

если A [ i ] = X 
то (2.1) 
Р : = « И с т и н а » 

все 
кц 

Если после выполнения а л г о р и т м а Р = « И с т и н а » , то 
э л е м е н т найден , если п е р е м е н н а я Р не и зменила своего 
з н а ч е н и я , то э л е м е н т а нет. 

Ч а с т о т р е б у е т с я не только определить , есть ли в м а с 
сиве искомый элемент , но и установить , на к а к о м месте 
он находится . Будем хранить индекс найденного эле
мента в переменной К-

К : = 0 
нц д л я i от 1 до N 

если A [ i ] = X 
то (2.2) 
K : = i 

все 
к ц 

П о с л е выполнения данного а л г о р и т м а по з н а ч е н и ю 
переменной К можно определить , есть ли в м а с с и в е 
искомый элемент , и если есть, то где он стоит. Если 
в м а с с и в е несколько таких элементов , то в переменной 
К будет х р а н и т ь с я номер последнего из них. Е с л и такого 
э л е м е н т а нет, то значение переменной К не и зменится 
(останется р а в н ы м нулю). 
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Н а п р а к т и к е о п е р а ц и ю поиска приходится в ы п о л н я т ь 
достаточно часто , и скорость р а б о т ы п р о г р а м м ы нахо
дится в прямой зависимости от используемого а л г о р и т м а 
поиска . 

В р а с с м о т р е н н ы х в ы ш е а л г о р и т м а х т р е б у е т с я про
смотреть весь м а с с и в д а ж е в том случае , если искомый 
э л е м е н т находится в массиве на первом месте . 

Д л я с о к р а щ е н и я времени поиска м о ж н о о с т а н а в л и 
в а т ь с я с р а з у после того, к а к э л е м е н т н а й д е н . В этом 
с л у ч а е весь массив придется просмотреть только тогда , 
когда искомый э л е м е н т последний или его нет вообще. 

В р е з у л ь т а т е получим с л е д у ю щ и й а л г о р и т м : 

Ц и к л з а к а н ч и в а е т работу , л и б о когда будет найден 
искомый элемент , л и б о когда i = N-{-l ( э л е м е н т а , совпа
д а ю щ е г о с X, не существует ) . 

Н а к а ж д о й и т е р а ц и и ц и к л а т р е б у е т с я у в е л и ч и в а т ь 
индекс i и в ы ч и с л я т ь логическое в ы р а ж е н и е . Д а в а й т е 
п о п ы т а е м с я ускорить поиск, упростив логическое в ы р а 
ж е н и е . Поместим в конец м а с с и в а дополнительный эле
мент со значением X. Тогда совпадение с X о б я з а т е л ь н о 
произойдет , и мы м о ж е м отбросить п р о в е р к у условия 
(A[i]OX). Такой в с п о м о г а т е л ь н ы й э л е м е н т часто на
з ы в а ю т « б а р ь е р о м » или «часовым», т а к к а к он препятст 
вует выходу за п р е д е л ы м а с с и в а . В исходном массиве 
теперь будет i V + 1 элемент . 

Алгоритм поиска с « б а р ь е р о м » в ы г л я д и т с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м : 

i : = l 
нц пока ( i < = N ) и (A [ i ] < > Х ) 
| i : = i + l 
кц 

(2.3) 

A [ N + 1] : = Х 
i : = 1 
нц пока A [ i ] < > X (2.4) 
| i : = i + l 
кц 
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Если по выходу из цикла i = N-\-l (X равен « б а р ь 
еру») , то элемента X в м а с с и в е Л [ 1 ..Л/] нет. 

Д л я р е а л и з а ц и и поиска в з а д а ч а х типа 2 ( н а х о ж д е 
ние количества элементов , р а в н ы х X) в любом с л у ч а е 
придется п р о с м а т р и в а т ь весь массив . 

Если требуется определить количество элементов , то 
з а в о д я т переменную, значение которой у в е л и ч и в а ю т на 
1 к а ж д ы й р а з , когда найден н у ж н ы й элемент . Т а к у ю 
переменную н а з ы в а ю т «счетчиком». Д о н а ч а л а просмот
р а элементов массива «счетчику» н у ж н о з а д а т ь н а ч а л ь 
ное значение или, другими с л о в а м и , инициализировать 
значение переменной. В д а н н о м с л у ч а е это н а ч а л ь н о е 
значение равно нулю. Алгоритм подсчета элементов , 
р а в н ы х з а д а н н о м у , составьте самостоятельно . 

Д л я получения индексов искомых элементов созда
дим новый массив B[l..N]. К а к только будет найден 
необходимый элемент , его индекс будет з аноситься 
в массив В. В переменной К будет х р а н и т ь с я номер 
последнего занятого места в массиве В. С н а ч а л а / ( = 0 . 

К : = 0 

нц д л я i от 1 до N 
если A[ i ] = X 

то 
К : = К - И (2.5) 
B [ K J : = i 

все 
кц 

П о с л е з а в е р ш е н и я работы первые Д' элементов м а с 
сива В будут с о д е р ж а т ь индексы искомых элементов . 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Что н а з ы в а ю т п о с л е д о в а т е л ь н ы м поиском? 
2 . Как о п р е д е л и т ь , что в м а с с и в е б ы л найден э л е м е н т ? 
3 . Какой из а л г о р и т м о в (2.2), (2.3) или (2 .4 ) работает б ы с т р е е 

и п о ч е м у ? 
4 . Что т а к о е поиск с « б а р ь е р о м » ? 
5 . Д л я чего и с п о л ь з у ю т п е р е м е н н ы е «счетчики»? 
6 . Что т а к о е инициализация п е р е м е н н о й ? 
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§ 2. ПОИСК МАКСИМАЛЬНОГО И МИНИМАЛЬНОГО 
Э Л Е М Е Н Т О В В М А С С И В Е 

Очень часто д л я р е ш е н и я з а д а ч и т р е б у е т с я находить 
не з а д а н н ы й элемент м а с с и в а , а м а к с и м а л ь н ы й (наи
больший) или м и н и м а л ь н ы й ( н а и м е н ь ш и й ) элемент . 

Р а с с м о т р и м з а д а ч у н а х о ж д е н и я м а к с и м а л ь н о г о эле 
мента . Если в м а с с и в е один единственный элемент , то он 
и есть м а к с и м а л ь н ы й . В противном с л у ч а е воспользу
емся тем, что м а к с и м а л ь н ы м в м а с с и в е из i элементов 
я в л я е т с я м а к с и м у м из A [i] и м а к с и м а л ь н о г о среди пер
вых i-l элементов . 

m a x : = А [1] 
нц д л я i от 2 до N 

если A [ i ] > m a x (2.6) 
то 
m a x : = А [i] 

все 
нц 

П о с л е з а в е р ш е н и я р а б о т ы в переменной m a x будет 
х р а н и т ь с я значение м а к с и м а л ь н о г о э л е м е н т а м а с с и в а . 
О д н а к о д а н н ы й а л г о р и т м не позволяет определить , на 
каком месте в м а с с и в е находится этот м а к с и м а л ь н ы й 
элемент . Б у д е м использовать перменную К д л я х р а н е н и я 
индекса м а к с и м а л ь н о г о э л е м е н т а . 

m a x : = А [1] 
К : = 1 
нц д л я i от 2 до N 

если A [ i ] > m a x (2.7) 
то 
m a x : = A [ i ] 
K : = i 

все 
кц 

П о с л е выполнения а л г о р и т м а п е р е м е н н а я К будет 
с о д е р ж а т ь з н а ч е н и е индекса м а к с и м а л ь н о г о э л е м е н т а . 
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Если в м а с с и в е несколько элементов имеют м а к с и м а л ь 
ное значение , то в переменной К будет з а п о м и н а т ь 
ся индекс первого из них. Если использовать условие 
Л [ / ] ^ т а х , то будет з а п о м и н а т ь с я индекс последнего из 
м а к с и м а л ь н ы х . 

Д л я поиска минимального элемента необходимо за 
менить з н а к > в Е С Л И на з н а к < • 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Какой э л е м е н т м а с с и в а я в л я е т с я м а к с и м а л ь н ы м , какой — 
м и н и м а л ь н ы м ? 

2 . Как найти м а к с и м а л ь н ы й э л е м е н т в м а с с и в е ? Как найти 
м и н и м а л ь н ы й э л е м е н т в массиве? 

3 . Как о п р е д е л и т ь н о м е р п е р в о г о э л е м е н т а , р а в н о г о м а к с и 
м а л ь н о м у ? 

4. Как о п р е д е л и т ь н о м е р п о с л е д н е г о э л е м е н т а , р а в н о г о м и н и 
м а л ь н о м у ? 

§ 3 . У П О Р Я Д О Ч Е Н И Е Э Л Е М Е Н Т О В МАССИВА 

Сортировка м а с с и в а — э т о р а с с т а н о в к а э л е м е н т о в 
м а с с и в а в некотором порядке . В отсортированном масси
ве , за счет п р е д в а р и т е л ь н о выполненной р а б о т ы по упо
рядочению, поиск элемента ( д а ж е в худшем случае ) 
м о ж н о о с у щ е с т в л я т ь , не п р о с м а т р и в а я весь массив . П р и 
м е р отсортированного массива — это, н а п р и м е р , список 
телефонов в справочнике , список ф а м и л и й в адресной 
книге и т. д . 

П р и м е р о м з а д а ч и сортировки м о ж е т с л у ж и т ь с л е д у ю 
щ а я : в м а с с и в е из N р а з л и ч н ы х чисел необходимо осуще
ствить их перестановку т а к , чтобы после нее в массиве 
п е р в ы м элементом б ы л о с а м о е большое число. К а ж д о е 
с л е д у ю щ е е д о л ж н о быть меньше п р е д ы д у щ е г о , а послед
н е е — с а м о е м а л е н ь к о е из чисел данного м а с с и в а . Такой 
п о р я д о к р а с п о л о ж е н и я чисел н а з ы в а ю т убывающим. 

Если в м а с с и в е есть р а в н ы е числа , то з а д а ч у м о ж н о 
п е р е ф о р м у л и р о в а т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м : в массиве из 
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N чисел осуществить их перестановку так , чтобы после 
перестановки в м а с с и в е п е р в ы м элементом б ы л о самое 
большое число. К а ж д о е с л е д у ю щ е е д о л ж н о быть не 
больше п р е д ы д у щ е г о , а последнее — с а м о е м а л е н ь к о е из 
чисел данного м а с с и в а . Такой п о р я д о к р а с п о л о ж е н и я 
чисел н а з ы в а ю т не возрастающим. 

П о р я д о к , при котором в м а с с и в е п е р в ы м элементом 
я в л я е т с я с а м о е м а л е н ь к о е число, к а ж д о е с л е д у ю щ е е 
число больше п р е д ы д у щ е г о , а последнее — с а м о е боль
шое из чисел данного м а с с и в а н а з ы в а ю т возрастающим. 

Если в массиве есть р а в н ы е числа и они р а с п о л о ж е 
ны т а к , что п е р в ы м элементом я в л я е т с я с а м о е м а л е н ь к о е 
число, к а ж д о е с л е д у ю щ е е число не меньше п р е д ы д у щ е г о , 
а последнее — с а м о е большое из чисел данного м ассив а , 
то такой порядок н а з ы в а ю т неубывающим. 

З а д а ч а сортировки , к а к и л ю б а я д р у г а я з а д а ч а , 
м о ж е т р е ш а т ь с я множеством способов, к а ж д ы й из кото
рых имеет к а к достоинства , т а к и недостатки . В ы б о р 
способа сортировки о п р е д е л я е т с я особенностями р е ш а е 
мой з а д а ч и . 

П р и выборе метода сортировки необходимо учиты
в а т ь объем требуемой п а м я т и и скорость р а б о т ы . П р и 
сортировке м а с с и в а ж е л а т е л ь н о и с п о л ь з о в а т ь к а к м о ж н о 
меньше дополнительной п а м я т и , поэтому обычно р а с 
с м а т р и в а ю т с я а л г о р и т м ы , которые у п о р я д о ч и в а ю т м а с 
сив п е р е с т а н о в к а м и его элементов (без использования 
еще одного м а с с и в а ) . О ц е н и т ь скорость р а б о т ы метода 
сортировки можно , оценив количество т р е б у е м ы х опера 
ций с р а в н е н и я и (или) о п е р а ц и й перестановок "элементов. 

Н и ж е р а с с м а т р и в а ю т с я методы сортировки линейно
го м а с с и в а по у б ы в а н и ю ( н е в о з р а с т а н и ю ) . С о р т и р о в к а 
по в о з р а с т а н и ю ( н е у б ы в а н и ю ) производится аналогично . 

3.1 . Сортировка выбором 

Д а в а й т е п р е д с т а в и м , что перед нами поставлена за 
д а ч а р а с с т а в и т ь N чисел по у б ы в а н и ю . К а к бы мы ее 
р е ш а л и ? 
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Н а в е р н о е , п р и ш л о с ь бы с н а ч а л а найти м а к с и м а л ь н о е 
из всех чисел и поменять местами с первым числом. З а 
тем из еще неотсортированных элементов надо б ы л о бы 
о п я т ь в ы б р а т ь м а к с и м а л ь н ы й э л е м е н т и поменять места
ми с первым элементом из еще не отсортированной части. 

П р и м е н е н н ы й нами метод и н а з ы в а е т с я сортировкой 
выбором. 

Ф о р м а л ь н о его можно описать с л е д у ю щ и м о б р а з о м . 
Н а i-м ш а г е ( г = 1 , N—1): 
в ы б и р а е м из элементов с и н д е к с а м и от i до N макси

м а л ь н ы й элемент ; 
меняем м е с т а м и найденный м а к с и м а л ь н ы й и элемент 

А [/']; на г'-м месте о к а з ы в а е т с я м а к с и м а л ь н ы й элемент из 
еще неотсортированной части м а с с и в а . 

П о с л е выполнения N—1-го ш а г а в позиции A [N] 
будет находиться с а м ы й м а л е н ь к и й элемент м а с с и в а . 

Н а з в а н и е метода , «сортировка выбором» определяет 
ся тем, что на каждом шаге мы находим (выбираем) мак
с и м а л ь н ы й элемент из еще неотсортированной части 
массива . 

З а п и ш е м алгоритм сортировки выбором: 

нц д л я i от 1 до N — 1 
K : = i 
m a x : = A [i] 
нц д л я j от i + 1 до N 

если A [ i ] > m a x 
то (2.8) 
m a x : = A [ j ] 
K : = j 

все 
кц 
A [ K ] : = A [ i ] 
A [ i ] : = m a x 

к ц 

Внутренний цикл Д Л Я j ОТ i + 1 Д О N я в л я е т с я 
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ничем иным, к а к а л г о р и т м о м поиска м а к с и м а л ь н о г о 
а л г о р и т м а среди элементов с н о м е р а м и от 1 до N. 

Р а с с м о т р и м работу данного метода на массиве А= 
= {0, 1 , 9, 2, 4, 3, 6, 5}. М а к с и м а л ь н ы й элемент будем 
подчеркивать . 

1) 0 , 1, 9, 2, 4, 3, 6, 5 

2) 9, 1, 0, 2, 4, 3, 6, 5 
3) 9, 6, 0, 2, 4, 3, 1, 5 

4) 9, 6, 5 , 2, 4, 3, 1, О 
5 ) 9, 6, 5, 4, 2, 3, 1, О 
6) 9, 6, 5, 4, 3 , 2, 1, О 
7) 9, 6, 5 , 4, 3, 2, 1, О 
8) 9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, О 
П о д с ч и т а е м количество сравнений , которые пришлось 

с д е л а т ь д л я упорядочения м а с с и в а . 
Н а первом ш а г е д л я н а х о ж д е н и я м а к с и м а л ь н о г о эле

мента необходимо (N — 1) сравнение , на втором (N — 2), 
на третьем (N — 3), на последнем ш а г е — одно с р а в 
нение. Н а й д е м сумму: 

N - I + N - 2 + N - 3 +... + \ = N (N - \ )/2 = (N2 - N)/2. 

П р и м е ч а н и е . Сумму можно посчитать исходя из следующих 
соображений. Количество слагаемых равно (N—1), сумма первого 
и последнего, второго и предпоследнего и т. д. равна N. Произведение 
N(N—1) даст удвоенную сумму, так как каждое слагаемое будет 
входить в эту сумму дважды, поэтому его нужно разделить на 2. 

Количество перестановок элементов р а в н о (N—1). 
Это количество о п р е д е л я е т с я внешним циклом Д Л Я . 

3.2. Сортировка обменом 

Р а с с м о т р и м еще один метод сортировки , который 
ф о р м а л ь н о м о ж н о описать т а к : 

Н а 1-м ш а г е (/ = 1, N—1) в ы п о л н я е м : 
1. С р а в н и в а е м п е р в ы е два э л е м е н т а . Если первый 

меньше второго, то меняем их местами . 
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2. С р а в н и в а е м второй и третий , третий и четвертый , 
N — i и N — i - f - 1 , при необходимости меняя э л е м е н т ы 

ме с т а ми . С а м ы й м а л е н ь к и й о к а ж е т с я на г-м месте в м а с 
сиве . 

П о с л е первого ш а г а с а м ы й м а л е н ь к и й э л е м е н т масси
ва п о м е щ а е т с я на N-e место. М а с с и в будет отсортирован 
после просмотра , в котором участвуют только п е р в ы й 
и второй элементы . 

Н а з в а н и е метода «сортировка обменом» определяет 
ся тем, что алгоритм о с н о в ы в а е т с я на обмене местами 
двух элементов массива . 

О п и с а н н ы й метод сортировок обменом н а з ы в а ю т т а к 
ж е пузырьковой сортировкой. 

А л г о р и т м метода сортировки обменом: 

нц д л я i от 1 до N — 1 
нц д л я j от 1 до N — i 

если A [ j ] < A [ j + l ] 
то 
x : = A [ j ] 
A [ j ] : = A [ j + l ] (2.9) 
A [ j + l ] : = x 

все 
кц 

кц 

Р а с с м о т р и м его на примере гого ж е м а с с и в а Л — {0, 1, 
9, 2, 4, 3 , 6, 5}. 

1) 1, 9, 2, 4, 3, 6, 5, О 
2) 9, 2, 4, 3, б, 5, 1, О 
3) 9, 4, 3, 6, 5, 2, 1, О 
4) 9, 4, б, 5, 3, 2, 1, О 
5) 9, 6, 5, 4, 3 , 2, 1, О 
6) 9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, О 
7) 9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, О 
Ч и с л о с равнений в д а н н о м а л г о р и т м е р а в н о т а к ж е 

(N2-N)/2. 
П р и к а ж д о м сравнении в о з м о ж н а п е р е с т а н о в к а двух 
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элементов в массиве . Поэтому количество перестановок 
(в худшем с л у ч а е ) будет р а в н о количеству сравнений , 
т. е. (N2-N)/2. 

* На последних двух проходах в приведенном в ы ш е 
п р и м е р е массив не м е н я л с я . З а м е т и м , что если на ка
ком-то ш а г е а л г о р и т м а э л е м е н т ы м а с с и в а у ж е упоря 
дочены, то при последующих проходах по массиву пере
становки больше в ы п о л н я т ь с я не будут. С л е д о в а т е л ь н о , 
к а к только количество выполненных на последнем прохо
де перестановок станет р а в н ы м 0, а л г о р и т м м о ж н о за 
к а н ч и в а т ь . 

Если з а п о м и н а т ь п о л о ж е н и е (индекс ) К последнего 
обмена , то все п а р ы соседних элементов д а л ь ш е индекса 
К у ж е находятся в ж е л а е м о м порядке . Поэтому на следу
ющем проходе просмотр можно з а к а н ч и в а т ь на индек
се К. 

Р : = « И с т и н а » 
K : = N — 1 
нц пока Р = « И с т и н а » 

Р : = « Л о ж ь » 
R : = K 
нц д л я j от 1 до R 

если A [ j ] < A [ j + ' l ] 
то 
x : = A [ j ] 
A [ j ] : = A [ j + l ] 
A [ j + l ] : = x 
Р : = « И с т и н а » 
K : = j 

все 
к ц 

кц 

В приведенном ф р а г м е н т е п е р е м е н н а я Р логического 
типа используется д л я определения , б ы л и перестановки 
или нет, а переменная К — д л я х р а н е н и я индекса по-

(2.10) 
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следнего о б м е н а . П е р е м е н н а я R я в л я е т с я границей , на 
которой з а к а н ч и в а е т с я просмотр . 

Если п р о а н а л и з и р о в а т ь п у з ы р ь к о в у ю сортировку , то 
м о ж н о з а м е т и т ь , что с а м о е м а л е н ь к о е число з а н и м а е т 
свое место за один проход по массиву , а самое большое 
п е р е м е щ а е т с я по н а п р а в л е н и ю к своему месту на одну 
позицию при к а ж д о м проходе. Это наводит на м ы с л ь 
ч е р е д о в а т ь н а п р а в л е н и е проходов. Т а к а я сортировка на
з ы в а е т с я шейкер-сортировкой. Р а с с м о т р и м ее р а б о т у на 
том ж е м а с с и в е А={0, 1, 9, 2, 4, 3 , 6, 5}. (L — л е в а я 
г р а н и ц а п р о с м о т р а , R — п р а в а я . ) 

1. 1, 9, 2, 4, 3, 6, 5, О L = l , R = 7 
2. 9, 1, 6, 2, 4, 3 , 5, О L = 2, /? = 7 
3. 9, 6, 2, 4, 3, 5, 1, О L = 2, R = 6 
4. 9, 6, 5, 2, 4, 3 , 1, О L = 3, R = 6 
5. 9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, О L = 3, R = 5 

6. 9, 6, 5, 4, 3 , 2, 1, 0 L = 4, R = 5 

Алгоритм данной сортировки п о п ы т а й т е с ь н а п и с а т ь 
с а м о с т о я т е л ь н о . 

Все эти улучшения с о к р а щ а ю т количество о п е р а ц и й 
с р а в н е н и я д л я частных случаев , однако при н е б л а г о п р и 
ятной н а ч а л ь н о й р а с с т а н о в к е элементов м а с с и в а (поду
м а й т е к а к о й ) приходится п р о д е л а т ь все (N2 — iV)/2 опе
р а ц и и с р а в н е н и я * . 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. На каких принципах о с н о в а н а с о р т и р о в к а в ы б о р о м ? 
2 . На каких принципах о с н о в а н а с о р т и р о в к а о б м е н о м ? 
3 . З а к а к о е к о л и ч е с т в о о п е р а ц и й с р а в н е н и я б у д е т о т с о р т и р о 

ван массив , если п р и м е н я т ь с о р т и р о в к у о б м е н о м ? с о р т и 
р о в к у в ы б о р о м ? 

4 . С к о л ь к о п е р е с т а н о в о к б у д е т с д е л а н о д л я у п о р я д о ч е н и я 
массива , е сли п р и м е н я т ь с о р т и р о в к у о б м е н о м ? с о р т и р о в к у 
в ы б о р о м ? 

5 . Как м о ж н о сократить в р е м я р а б о т ы а л г о р и т м а с о р т и р о в к и 
о б м е н о м ? 

6 . А л г о р и т м какой из с о р т и р о в о к б у д е т р а б о т а т ь б ы с т р е е ? 
П о ч е м у ? 
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§ 4. С О К Р А Щ Е Н И Е О Б Л А С Т И П О И С К А . 
д в о и ч н ы й п о и с к 

Р а с с м о т р и м с л е д у ю щ у ю з а д а ч у . 
В отделение милиции а э р о п о р т а поступило сообщение 

о том, что некто п ы т а е т с я провезти на с а м о л е т е бомбу. 
Д и в е р с а н т пока находится в здании а э р о п о р т а . Допу
стим, что в н а ш е м р а с п о р я ж е н и и имеется прибор , кото
рый м о ж е т определить , есть ли бомба в комнате . Необхо
димо к а к можно быстрее определить , у кого находится 
бомба . 

С а м ы м простым (и с а м ы м п р о д о л ж и т е л ь н ы м по вре
мени) решением будет п о с л е д о в а т е л ь н а я п р о в е р к а к а ж 
дого из п а с с а ж и р о в в к о м н а т е с прибором. О д н а к о такой 
подход в р я д ли п о м о ж е т сэкономить в р е м я . 

Поступим по-другому. Р а з д е л и м всех п а с с а ж и р о в на 
две наиболее р а в н ы е по численности группы. Р а з в е д е м 
группы по двум к о м н а т а м . П р и б о р с м о ж е т определить , 
в какой из комнат находится бомба . В р е з у л ь т а т е такого 
действия количество п о д о з р е в а е м ы х уменьшится вдвое. 
С о с т а в ш и м и с я п о д о з р е в а е м ы м и поступим а н а л о г и ч н ы м 
о б р а з о м : р а з д е л и м их на 2 части и р а з в е д е м по двум 
к о м н а т а м . П р и этом опять количество п о д о з р е в а е м ы х 
с о к р а т и т с я . П р о д о л ж а е м т а к , пока не найдем дивер
с а н т а . 

Такой метод поиска н а з ы в а е т с я двоичным поиском. 
В с т р е ч а ю т с я и д р у г и е н а з в а н и я этого метода : бинарный 
поиск, логарифмический поиск, метод деления пополам, 
дихотомия. 

В п р о г р а м м и р о в а н и и т а к о й поиск п р и м е н я ю т д л я 
н а х о ж д е н и я э л е м е н т а X в отсортированном массиве . 

П у с т ь массив отсортирован в п о р я д к е у б ы в а н и я . Н а 
ходим средний элемент м а с с и в а A [m] (tn = div ( N - j - 1 , 2) 
и с р а в н и в а е м его с элементом X. Если он р а в е н X, то 
поиск з а к а н ч и в а е т с я . Если он меньше X, то все элементы 
с и н д е к с а м и , большими или р а в н ы м и т, м о ж н о не р а с 
с м а т р и в а т ь : если ж е он больше X, то и с к л ю ч а ю т с я 
э л е м е н т ы с индексами , меньшими или р а в н ы м и т. 
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П р и выполнении данного а л г о р и т м а нам придется на 
к а ж д о м ш а г е п е р е с ч и т ы в а т ь г р а н и ц ы поиска . Так , на 
первом ш а г е л е в а я г р а н и ц а L = 1, п р а в а я — R = N. Н а 
втором ш а г е либо л е в а я , либо п р а в а я г р а н и ц а поменяет 
свое значение . 

П о и с к будет п р о д о л ж а т ь с я до тех пор, пока элемент 
не будет найден , либо когда л е в а я и п р а в а я г р а н и ц ы 
поиска не совпадут , что соответствует отсутствию эле 
мента в массиве . 

П у с т ь н а т у р а л ь н о е число К есть количество опе
р а ц и й с р а в н е н и я , которые необходимы д л я н а х о ж д е 
ния э л е м е н т а в упорядоченном м а с с и в е методом дихото
мии. Ч и с л о К о п р е д е л я е т с я из следующего н е р а в е н с т в а : 
N-^2K, причем К — м и н и м а л ь н о е из всех в о з м о ж н ы х . 

П р и м е ч а н и е . Обычно в математике для определения числа 
К пользуются функцией log '. Тогда число К будет вычислено по форму
ле /C=[log 2 N]-\-1, где квадратные скобки обозначают целую часть 
числа, находящегося в скобках. 

Алгоритм имеет следующий вид: 

L : = l 
R : = N 

, Р : = « л о ж ь » 
нц пока ( L < ! = R ) и ( Р = « л о ж ь » ) 

m : = d i v ( R + L, 2) 
если А [ т ] = Х 

то 
Р : = «истина» 

иначе 
если А [ т ] > Х (2.11) 

то 
L : = m + 1 

иначе 
| R : = m — 1 
все 

все 
кц 

'Если 2° = 6, то l o g 2 6 = a. 
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П о с л е выполнения а л г о р и т м а в переменной т будет 
храниться номер найденного э л е м е н т а , если он есть 
в м а с с и в е ( Р = «истина») . 

П р и м е р . В массиве А найти э л е м е н т х: 

А (9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0); x=\ 

1) L = 1; = 8; m = 4 Л [4] = 4; 4 > 1 ; Р = « л о ж ь » 
2) L = 5; R = 8; m = 6 Л [6] = 2; 2 > 1 ; Р = «ложь» 
3) / . = 7; R = 8; m = 7; Л [7] = 1; 1 = 1; Р = «истина 

А (9, 8, 7, 6, 5, 4, 3 , 2; 0); x = l 

1) L = l ; /г = 9; m = 5 Л [5] = 5; 5 > 1 ; Р = «ложь» 
2) L = 6; = 9; m = 7 Л [7] = 3; 3 > 1 ; Р = «ложь» 
3) L = 8; R = 9; m = 8 Л [8] = 2; 2 > 1 ; Р = «ложь» 
4) 1 = 9; R = 9; m = 9 Л [9] = 0; 0 < 1 ; Р = «ложь» 
5) L = 9; R = 8; L > / * ; Р = «ложь» 

Л (9, 8, 7, 6,- 5, 4, 3, 2, 0); х = 7 

1) L = l ; Я = 9; m — b Л [5] = 5; 5 < 7 ; Р = «ложь» 
2) L = l; R = 4; m = 2 Л [2] = 8; 8 > 7 ; Р = «ложь» 
3) L = 3; R = 4 ; x m = 3 Л [ 3 ] = 7; 7 = 7; Р = «истина 

М о ж н о несколько сократить з а п и с ь а л г о р и т м а , если 
к а к и в случае линейного поиска п о п ы т а т ь с я упростить 
составное условие цикла П О К А . 

L : = 1 
R : = N 
нц пока ( L < R ) 

m : = d i v ( R + L , 2) 
если A [ m ] > X 

то (2.12) 
L : = m + 1 

иначе 
| R : = m 
все 

кц 
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если A [ R ] = X 
то 
Р : = « и с т и н а » 

иначе 
| Р : = « л о ж ь » 
все 

П о с л е выполнения цикла к переменной R х р а н и т с я 
номер э л е м е н т а , равного X, если такой элемент в масси
ве есть. Если э л е м е н т а нет, то п е р е м е н н а я R п о к а з ы в а е т 
номер места в массиве , куда м о ж н о вставить элемент X, 
не н а р у ш а я упорядоченности м а с с и в а . 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. В каких случаях м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь м е т о д д в о и ч н о г о п о 
иска? П р и в е д и т е п р и м е р ы из ж и з н и . 

2 . В ч е м суть м е т о д а д в о и ч н о г о поиска? 
3 . П о ч е м у а л г о р и т м (2.12) б у д е т р а б о т а т ь б ы с т р е е , ч е м а л г о 

р и т м (2.11)? 

§ 5 * . Д Р У Г И Е В И Д Ы С О Р Т И Р О В О К 

Все сортировки , р а с с м о т р е н н ы е р а н ь ш е , т р е б у ю т 
(N2— N)/2 о п е р а ц и й с р а в н е н и я , или, д р у г и м и с л о в а м и , 
п о р я д к а N2 операций . И с п о л ь з у я дихотомический поиск, 
количество о п е р а ц и й с р а в н е н и я можно со кр ати ть . 

5 . 3 . Сортировка вставками 

Будем п р о с м а т р и в а т ь элементы м а с с и в а Л, н а ч и н а я 
со второго. К а ж д ы й новый э л е м е н т A [i] будем в с т а в л я т ь 
на подходящее место в у ж е упорядоченную совокупность 
Л [1], Л 17 — 1 ]. Это место о п р е д е л я е т с я последова
т е л ь н ы м и с р а в н е н и я м и элемента Л [/] с упорядоченными 
э л е м е н т а м и Л [1], Л [i—1]. 

Такой метод сортировки называется сортировкой про
стыми вставками. Он т а к ж е требует п о р я д к а N2 опера 
ций с р а в н е н и я и столько ж е перестановок элементов 
в массиве . П о п ы т а й т е с ь составить алгоритм метода са
мостоятельно . 
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Если д л я поиска места э л е м е н т а А Щ в упорядо
ченную совокупность А [1], A [i— 1] воспользоваться 
методом двоичного поиска , то количество о п е р а ц и й с р а в 
нения будет п о р я д к а N l o g 2 N, что существенно меньше 
чем N2. Количество ж е перестановок будет п о р я д к а N2. 
Такой метод сортировки н а з ы в а е т с я сортировкой би
нарными вставками. 

Алгоритм сортировки б и н а р н ы м и в с т а в к а м и : 

нц д л я i от 2 до N 
R : = i 
L : = l 
нц пока L < R 

r n : = d i v ( L + R, 2) 
если A [ m ] > A [i] 

то 
L : = m + 1 (2.13) 

иначе 
| R : = m 
все 

к ц 
k : = R 
x : = A [ i ] 
нц д л я j от i до к -f-1 ш а г — 1 
| A [ j ] : = A [ j - I ] . 
к ц 
А [ к ] : = х 

К Ц 

Ц и к л П О К А L<R — цикл поиска места -вставки. Он 
основан на методе двоичного поиска . ( С р а в н и с алго
ритмом 2.12.) Ц и к л Д Л Я / О Т i Д О k+l Ш А Г — 1 
с д в и г а е т э л е м е н т ы д л я о с в о б о ж д е н и я места вставки . 

П р и м е р . (Элемент , который в с т а в л я е м , подчеркнут . ) 
1. 1, 9, 2, 4, 3 , 6, 5, О 
2. 9, 1, 2, 4, 3, 6, 5, О 
3. 9, 2, 1, 4, 3 , 6, 5, О 
4. 9, 4, 2, 1, 3 , 6, 5, О 
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5. 9, 4, 3, 2, 1, 6, 5, О 
6. 9, 6, 4, 3, 2, 1, 5, О 
7. 9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, О 
8. 9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, О 

5.2. С о р т и р о в к а слияниями 

С н а ч а л а р а с с м о т р и м с л е д у ю щ у ю з а д а ч у : 
Есть два отсортированных в п о р я д к е н е в о з р а с т а н и я 

м а с с и в а A [I..N] и В [1..М]. Получить отсортированный по 
н е в о з р а с т а н и ю массив C[l..N + М], состоящий из эле 
ментов массивов А и В («слить» вместе м а с с и в ы А и В). 

М о ж н о в массив С з а п и с а т ь с н а ч а л а элементы масси
ва А, з а т е м массива В, з а т е м применить любой алгоритм 
сортировки . Н о в этом с л у ч а е мы не используем того, что 
А и В у ж е отсортированы. Б у д е м п р о с м а т р и в а т ь эле
менты массивов Л и В , н а ч и н а я с Л [ 1 ] и В [1]. Если , 
н а п р и м е р , Л [ 1 ] > В [ 1 ] , то С [ 1 ] : = Л ' [ 1 ] , и на следующем 
ш а г е с р а в н и в а е м у ж е Л [2] и В [1], з анося больший 
э л е м е н т п а р ы в ячейку С [2], и т. д. 

З а п и с ь а л г о р и т м а : 

Ai: = l 
Bi: = l 
Ci: = l : т е к у щ и е индексы в массивах А, В, С 
нц пока Ci < = N + М 

если A [ A i ] > В [Bi] 
то 
C [ C i ] : = A [ A i ] 
A i : = A i + l 

иначе 
C [ C i ] : = B [ B i ] 
B i : = B i + l 

все ' 
C i : = C i + l (2 .14) 
если ( A i > N ) и ( C i o N + M) : П р о в е р к а окон

ч а н и я одного из массивов 
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то 
нц д л я i от Bi до М 

C [ C i ] : = B [ i ] 
C i : = C i + l 

к ц 
все 
если ( B i > M ) и ( C i O N + M ) 

то 
нц д л я i от Ai до N 

C [ C i ] : = A [ i ] 
C i : = C i + l 

к ц 
все 

к ц 

П р и решении данной з а д а ч и мы в ы п о л н и л и «слия
ние» двух отсортированных м а с с и в а в один. Количество 
о п е р а ц и й с р а в н е н и я , которые п о н а д о б и л и с ь д л я получе
ния упорядоченного м а с с и в а , р а в н о N-\-M. 

Н а приведенном а л г о р и т м е о с н о в ы в а е т с я сортировка 
слияниями. 

1. Р а з о б ь е м все элементы м а с с и в а на п а р ы ( г р у п п ы ) 
и упорядочим э л е м е н т ы в п а р а х . Если последнему эле
менту нет п а р ы , то он просто остается на своем месте, 
о б р а з у я отдельную группу. 

2. Выполним «слияние» соседних упорядоченных 
групп чисел, полученных на п р е д ы д у щ е м ш а г е (первой 
и второй, третьей и четвертой и т. д.; если», количество 
групп нечетное, то с последней группой ничего не д е л а 
ем) . Д л я «слияния» придется воспользоваться вспомога
т е л ь н ы м массивом. Количество элементов во всех груп
пах , за исключением, м о ж е т быть , последней , р а в н о 
четырем. 

3. Выполним «слияние» соседних упорядоченных 
групп чисел, полученных на п р е д ы д у щ е м ш а г е . Получим 
упорядоченные г р у п п ы элементов м а с с и в а , с о д е р ж а щ и е 
по восемь чисел, кроме , м о ж е т быть , последней группы. 
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4. П р о д о л ж а е м д е й с т в о в а т ь т а к и м о б р а з о м до тех 
пор, пока не получим две о т с о р т и р о в а н н ы е части масси
ва , которые после слияния и д а д у т упорядоченный 
м а с с и в . 

А л г о р и т м сортировки с л и я н и я м и т а к ж е имеет н а з в а 
ние а л г о р и т м а фон Н е й м а н а . 

А л г о р и т м метода з а п и ш и т е самостоятельно . 
Алгоритм сортировки с л и я н и я м и требует п о р я д к а 

N\og2N о п е р а ц и й с р а в н е н и я и столько ж е перестановок 
элементов . Д а н н ы й алгоритм я в л я е т с я с а м ы м б ы с т р ы м 
из всех р а с с м о т р е н н ы х в ы ш е алгоритмов сортировок 
(проверьте! ) . 

Р а с с м о т р и м работу а л г о р и т м а на примере массива 1, 
9, 2, 4, 3, 6, 5, 0, 7, 11, 8. (Сортируем массив в п о р я д к е 
у б ы в а н и я . ) 

1. UA, 2 ^ 4 , 3 J 5 , 5 J ) , 7, 11, 8 
2. 9, 1, 4, 2, 6, 3, 5, 0, 11, 7, 8 

9, 4, 2, 1, 6, 5, 3, 0, 11, 8, 7 
9, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0, 11, 8, 7 

5. 11, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 

З А Д А Ч И Д Л Я П О В Т О Р Е Н И Я 

1. Д а н линейный массив Л[1..ЛГ], с о д е р ж а щ и й ц е л ы е 
числа . О п р е д е л и т ь : 

а ) имеется ли в массиве хотя бы одно число с ука
з а н н ы м и н и ж е свойствами; 

б) посчитать количество чисел, которые 
1) я в л я ю т с я п о л о ж и т е л ь н ы м и ; 
2) я в л я ю т с я нечетными; 
3) отличны от А (К); К вводится ; 
4) д е л я т с я на 3 и на 5; 
5) д е л я т с я на 7 и не д е л я т с я на 4; 
6) при делении на 3 и на 5 д а ю т о д и н а к о в ы е 

остатки; 
7) при делении на 7 д а ю т в остатке 1, 2 или 3; 
8) я в л я ю т с я к в а д р а т о м целого числа ; 
9) я в л я ю т с я степенью 5. 
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2. Д а н л и н е й н ы й массив A [I..N], с о д е р ж а щ и й ц е л ы е 
ч и с л а . О п р е д е л и т ь , сколько в нем соседств 

1) двух п о л о ж и т е л ь н ы х чисел; 
2) двух р а з н ы х чисел; 
3) двух нечетных чисел; 
4) двух нулевых элементов ; 
5) двух чисел одного з н а к а , причем модуль перво

го д о л ж е н быть больше модуля второго; 
6) трех упорядоченных по н е у б ы в а н и ю чисел. 
3. Д а н л и н е й н ы й массив A[l..N], с о д е р ж а щ и й ц е л ы е 

числа . Получить те элементы м а с с и в а , индексы которого 
я в л я ю т с я 

1) степенями двойки; 
2) полными к в а д р а т а м и ; 
3) ч и с л а м и Фибоначчи . 
4. Д а н л и н е й н ы й массив A [I..N], с о д е р ж а щ и й ц е л ы е 

числа . 
1) О п р е д е л и т ь , сколько р а з встречается м а к с и м а л ь 

ный э л е м е н т в этом м а с с и в е . 
2) Получить те э л е м е н т ы м а с с и в а , которые находятся 

м е ж д у м и н и м а л ь н ы м и м а к с и м а л ь н ы м . 
3) Н а й т и д л и н у н а и м е н ь ш е г о отрезка числовой п р я 

мой, с о д е р ж а щ е г о все э л е м е н т ы м а с с и в а . 
4) Н а й т и м и н и м а л ь н ы й , м а к с и м а л ь н ы й , н а и м е н ь ш и й 

больше минимального , н а и б о л ь ш и й меньше м а к 
с и м а л ь н о г о за один просмотр м а с с и в а . 

5. Д а н линейный массив A[l..N], с о д е р ж а щ и й ц е л ы е 
числа . П о с ч и т а т ь в нем 

1) н а и б о л ь ш е е количество о д и н а к о в ы х чисел; 
2) количество р а з л и ч н ы х чисел . 
6. П р и поступлении в институт л и ц а , получившие 

двойку на первом э к з а м е н е , ко второму не допу
с к а ю т с я . С ч и т а я ф а м и л и и абитуриентов и их оценки 
после первого э к з а м е н а исходными д а н н ы м и , составить 
список абитуриентов , допущенных ко второму э к з а м е н у . 

7. Д а н п р я м о у г о л ь н ы й м а с с и в A [l.JW, I..N]. Полу
чить номер 
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1 ) с толбца , с о д е р ж а щ е г о м а к с и м а л ь н ы й элемент ; 
2) строки, с о д е р ж а щ е й м и н и м а л ь н ы й элемент ; 
3) с т о л б ц а , сумма элементов которого м а к с и м а л ь н а ; 
4) строки, сумма элементов которой м и н и м а л ь н а . 
8. Д а н прямоугольный массив A [l..Af, I..N]. Полу

чить номера 
1) строк, в которых есть р а в н ы е элементы; 
2) строк, суммы элементов в которых р а в н ы . 
9. Д а н прямоугольный массив А [\..М, I..N]. Полу

чить линейный массив В, в котором 
1) B[i] — м а к с и м а л ь н ы й э л е м е н т /-Й строки массива 

A (i и зменяется от 1 до М); 
2) В [i] — м и н и м а л ь н ы й э л е м е н т г-го столбца м а с с и в а 

A (i и зменяется от 1 до N). 
10. Д а н л и н е й н ы й массив A [1..N], с о д е р ж а щ и й целые 

числа . О т с о р т и р о в а т ь его 
1 ) методом « п у з ы р ь к а » в порядке в о з р а с т а н и я ; 
2) методом « п у з ы р ь к а » в п о р я д к е в о з р а с т а н и я мо

дулей ; 
3) методом в ы б о р а , при помощи поиска м и н и м а л ь 

ного элемента в п о р я д к е в о з р а с т а н и я ; 
4) методом выбора при помощи поиска одновремен

но минимального и м а к с и м а л ь н о г о элементов в по
р я д к е в о з р а с т а н и я ; 

5) п е р е с т а в и в все нулевые э л е м е н т ы в конец масси
ва ; порядок ненулевых — произвольный; 

6) т а к , чтобы все четные элементы стояли в н а ч а л е 
м а с с и в а , а нечетные — в конце; 

7) т а к , чтобы все п о л о ж и т е л ь н ы е э л е м е н т ы стояли 
в н а ч а л е массива , о т р и ц а т е л ь н ы е — в середине , 
а нули — в конце; 

8) т а к , чтобы все п о л о ж и т е л ь н ы е э л е м е н т ы стояли 
в н а ч а л е массива , а о т р и ц а т е л ь н ы е — в конце 
(относительный порядок с л е д о в а н и я э л е м е н т о з 
д о л ж е н сохраниться) ; 

9) в п о р я д к е в о з р а с т а н и я количества цифр в числах , 
входящих в м а с с и в ( с н а ч а л а однозначные , з а т е м 
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д в у з н а ч н ы е и т. д.); порядок р а с п о л о ж е н и я чисел 
с о д и н а к о в ы м количеством ц и ф р д о л ж е н сохра
ниться неизменным; 

10) в п о р я д к е в о з р а с т а н и я количества ц и ф р в числах , 
входящих в м а с с и в ( с н а ч а л а однозначные , з а т е м 
д в у з н а ч н ы е и т. д.); числа с о д и н а к о в ы м коли
чеством ц и ф р р а с п о л а г а ю т с я в п о р я д к е у б ы 
в а н и я . 

11. И м е ю т с я весы без гирь и четыре р а з л и ч н ы х гру
за . Н а к а ж д у ю из двух ч а ш е к весов м о ж н о к л а с т ь 
по одному грузу . Р а з л о ж и т ь грузы по у б ы в а н и ю 
м а с с ы , использовав пять в з в е ш и в а н и й . 

12. Д а н п р я м о у г о л ь н ы й массив Л [ 1 . . М , I..N]. Полу
чить номера 

1) строк, элементы которых р а с п о л о ж е н ы в в о з р а с т а 
ющем п о р я д к е ; 

2) столбцов , э л е м е н т ы которых р а с п о л о ж е н ы в убы
в а ю щ е м порядке ; 

3) столбцов , э л е м е н т ы которых я в л я ю т с я частью по
следовательности Фибоначчи ; 

4) строк , элементы которых я в л я ю т с я п о с л е д о в а т е л ь 
ными степенями двойки . 

13. Ф а м и л и и участников соревнований по фигурному 
к а т а н и ю после короткой п р о г р а м м ы р а с п о л о ж е н ы в по
р я д к е , соответствующем з а н я т о м у месту. С о с т а в и т ь спи
сок с т а р т о в ы х номеров участников д л я произвольной 
п р о г р а м м ы (участники в ы с т у п а ю т в порядке , о б р а т н о м 
з а н я т ы м местам) . 

14. Д а н отсортированный в п о р я д к е в о з р а с т а н и я ли
нейный массив Л[1..ЛГ]. 

1) О п р е д е л и т ь , имеется ли в данном м а с с и в е число, 
р а в н о е среднему а р и ф м е т и ч е с к о м у элементов м а с 
сива . 

2) В с т а в и т ь в д а н н ы й м а с с и в некоторое число X т ак , 
чтобы упорядоченность м а с с и в а с о х р а н и л а с ь . 

15. Т а б л и ц а в ы и г р ы ш е й лотереи п р е д с т а в л е н а в виде 
двух массивов A [I..N] и C[\..N]. В массиве А, упорядо-
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ченном по у б ы в а н и ю , х р а н я т с я в ы и г р ы ш н ы е номера , 
а в м а с с и в е С — в ы и г р ы ш и в рублях , в ы п а в ш и е со
ответственно на номера Л [1], Л [2], Л [Щ. Т р е б у е т с я 
н а й т и в ы и г р ы ш и , в ы п а в ш и е на р я д номеров , х р а н я щ и х с я 
в м а с с и в е В[1..М] (если номера нет в т а б л и ц е , в ы и г р ы ш 
считается р а в н ы м нулю). 

16. З а д а н ы массивы Л [1.JV] и В [1..М]. М а с с и в Л упо
рядочен по у б ы в а н и ю . П о д с ч и т а т ь количество тех В [i], 
l ^ i ^ M , д л я которых нет р а в н ы х среди э л е м е н т о в 
м а с с и в а Л . 

17. З а д а н м а с с и в Л [1..ЛП,. П о л у ч и т ь в п о р я д к е возра 
с т а н и я все р а з л и ч н ы е числа , входящие в массив А. 

18. Л ы ж н ы е гонки п р о в о д я т с я д в у м я г р у п п а м и по 10 
человек . Р е з у л ь т а т ы соревнований п р е д с т а в л е н ы спис
к а м и участников по к а ж д о й группе , в п о р я д к е з а н я т ы х 
ими мест. Необходимо получить общий список, в котором 
участники р а с п о л о ж е н ы в порядке , соответствующем 
п о к а з а н н ы м р е з у л ь т а т а м . 

19. С о р е в н о в а н и я по п л а в а н и ю проводятся отдельно 
в Е в р о п е и Америке . Р е з у л ь т а т ы 100 лучших спортсме
нов к а ж д о г о континента п р е д с т а в л е н ы в виде т а б л и ц , 
с о д е р ж а щ и х в п о р я д к е з а н я т ы х мест ф а м и л и и спортсме
нов и их р е з у л ь т а т ы . С о с т а в и т ь список 100 лучших 
спортсменов м и р а в п о р я д к е , о п р е д е л я е м о м р е з у л ь т а 
т а м и . 

20. В п а м я т и Э В М х р а н и т с я список ф а м и л и й або
нентов в а л ф а в и т н о м п о р я д к е и номера их телефонов . 
С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , о б е с п е ч и в а ю щ у ю б ы с т р ы й поиск 
абонента по номеру т е л е ф о н а . 

2 1 . В п а м я т и Э В М х р а н я т с я списки номеров т е л е ф о 
нов и ф а м и л и й абонентов , упорядоченные по н о м е р а м 
телефонов , д л я к а ж д о г о из пяти телефонных узлов горо
д а . Один т е л е ф о н н ы й узел в к л ю ч а е т несколько А Т С (не 
более 10). Н о м е р а АТС ( п е р в ы е д в е ц и ф р ы номера 
т е л е ф о н а ) , относящиеся к к а ж д о м у телефонному узлу , 
т а к ж е х р а н я т с я в упорядоченном виде в п а м я т и Э В М . 
С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , о б е с п е ч и в а ю щ у ю б ы с т р ы й поиск 
ф а м и л и и абонента по з а д а н н о м у номеру т е л е ф о н а . 
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22. Д а н ы N монет, среди которых одна ф а л ь ш и в а я . 
О п р е д е л и т ь ф а л ь ш и в у ю монету с помощью чашечных 
весов без гирь за м и н и м а л ь н о е количество в з в еш и в ани й , 
если ф а л ь ш и в а я монета 

1) т я ж е л е е остальных; 
2) легче остальных; 
3) отличается от о с т а л ь н ы х по м а с с е и при этом не 

известно — т я ж е л е е она или легче н а с т о я щ е й мо
неты. 

2 3 . Некто з а д у м а л число из п р о м е ж у т к а [0, 100]. О н 
м о ж е т п р а в д и в о отвечать «да» или «нет» на з а д а в а е м ы е 
ему вопросы. К а к и е вопросы н у ж н о з а д а в а т ь , чтобы 
о т г а д а т ь з а д у м а н н о е число за м и н и м а л ь н о е количество 
попыток. 

З А Д А Ч И П О В Ы Ш Е Н Н О Й С Л О Ж Н О С Т И 

1. З а д а й м а с с и в чисел A[l..N, 1..М], упорядоченный 
по в о з р а с т а н и ю по с т р о к а м и по с т о л б ц а м , т а к что 

A[i, l]<A[i, 2 ] < . . . < Л [ г , М] (при всех i), 
А [1 , / ] < Л [ 2 , / ] < . . . < Л [N, у] (при всех j ) . 

Н а й т и индексы (/, / ) э л е м е н т а м а с с и в а , равного за 
д а н н о м у числу X, или н а п е ч а т а т ь слово «нет», если 
такого элемента не о к а ж е т с я . 

2. З а д а н м а с с и в A[l..N, I..N], элементы которого 
р а в н ы 0 или 1, причем Л [i, i] = 0 д л я любого и Необходи
мо найти , если они есть, т а к и е строку ц и столбец / 0 , 
чтобы в столбце / 0 были все 0, а в строке i0 — все 1 (кро
ме э л е м е н т а A [ i 0 , i0], р а в н о г о 0). 

3. Н а плоскости своими к о о р д и н а т а м и з а д а е т с я вы
п у к л ы й iV-угольник. К о о р д и н а т ы iV-угольника целочис-
л е н н ы и п е р е ч и с л я ю т с я в п о р я д к е обхода по контуру. 

Вводятся координаты точки (х; у). О п р е д е л и т ь 
а ) я в л я е т с я ли она вершиной ^ - у г о л ь н и к а ; 
б) п р и н а д л е ж и т ли она iV-угольнику. 
4 . Н а к а ж д о й из двух п а р а л л е л ь н ы х п р я м ы х слева 

н а п р а в о з а д а н ы по N точек (рис . 28). 
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И х к о о р д и н а т ы х р а н я т с я в 
м а с с и в а х А и В [I..N]. 
Точки с о д и н а к о в ы м и номе
р а м и соединены о т р е з к а м и . 
Т а к и м о б р а з о м , полоса м е ж 
д у п р я м ы м и р а з б и в а е т с я на Рис. 28 
N — 1 конечную и 2 беско
нечные т р а п е ц и и . Р а с с т о я н и е м е ж д у п р я м ы м и единич
ное. Вводится точка (х; у), 0 < г у < 1. О п р е д е л и т ь , в какой 
из т р а п е ц и й л е ж и т точка . 

5. Вводится последовательность из N н а т у р а л ь н ы х 
чисел. О п р е д е л и т ь н а и м е н ь ш е е н а т у р а л ь н о е число, от
с у т с т в у ю щ е е в последовательности . 

6. Н а длинной п е р ф о л е н т е з а п и с а н ы N п о п а р н о р а з 
л и ч н ы х п о л о ж и т е л ь н ы х целых чисел . В а ш а Э В М м о ж е т 
п е р е м а т ы в а т ь ленту на н а ч а л о и с ч и т ы в а т ь числа одно 
з а другим . В н у т р е н н я я п а м я т ь Э В М м о ж е т х р а н и т ь 
только несколько целых чисел. Т р е б у е т с я найти наимень 
шее положительное целое число, которого нет на ленте . 
О п и ш и т е а л г о р и т м , который с д е л а е т это за небольшое 
количество перемоток л е н т ы . 

7. Н а столе в двух с т о л б и к а х л е ж а т 64 з о л о тые 
и 64 с е р е б р я н ы е монеты соответственно. К а к с е р е б р я 
ные, т а к и з олотые монеты упорядочены по у б ы в а н и ю 
м а с с ( с а м а я т я ж е л а я — вверху, с а м а я л е г к а я — внизу) . 
М а с с ы всех монет р а з н ы е . К а к о е н а и м е н ь ш е е количество 
в з в е ш и в а н и й необходимо д л я о п р е д е л е н и я 64-й монеты 
в п о р я д к е у б ы в а н и я масс среди всех 128 монет? ( З а один 
р а з м о ж н о в з в е ш и в а т ь д в е монеты.) 

8. З а д а н о N наборов монет из р а з л и ч н ы х с т р а н . 
Н а б о р ы упорядочены по н е в о з р а с т а н и ю м а с с ы монет. 
В 1-м н а б о р е а, монет. О п р е д е л и т ь за к а к м о ж н о меньшее 
число в з в е ш и в а н и й на ч а ш е ч н ы х весах k-ю по м а с с е 
монету среди всех монет. 

9. З а д а н ы м а с с и в ы A[l..N] и В[1..М]. Н а й т и т а к и е 
индексы i0 и / 0 , что 

А[Ю] + В[/0] = m a x (A[i] + В[/]), 

где 1 < / < М , / < / . 
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10. Р е ш и т ь у р а в н е н и е f(x) = 0 на п р о м е ж у т к е [а, Ь], 
на котором ф у н к ц и я f(х) я в л я е т с я монотонной и непре
рывной . Корень найти с точностью п з н а к о в после з а 
пятой. 

11. В романе N г л а в . В г'-й г л а в е а, с т р а н и ц . Требу
ется и з д а т ь р о м а н в К томах т а к , чтобы объем самого 
толстого тома б ы л минимален . О п и с а т ь а л г о р и т м , отве
ч а ю щ и й на вопрос, к а к и м будет объем V с амого толстого 
тома . Д е л и т ь и п е р е с т а в л я т ь г л а в ы н е л ь з я . 

12. И м е е т с я N к амней массой Л , , Л 2 , AN. Необхо
димо р а з б и т ь их на две кучи т а к и м о б р а з о м , чтобы 
м а с с ы куч о т л и ч а л и с ь не более чем в 2 р а з а . В ы д а т ь 
сообщение , если этого с д е л а т ь нельзя . 

13. Условие з а д а ч и 12, только м а с с ы куч отличаются 
не более чем в 1,5 р а з а . 

14. Д а н ы две целочисленные т а б л и ц ы Л[1 . .10] и 
В[1 . .15] . Р а з р а б о т а т ь алгоритм и н а п и с а т ь п р о г р а м м у , 
к о т о р а я проверяет , я в л я ю т с я ли эти т а б л и ц ы похожими. 
( Д в е т а б л и ц ы н а з ы в а ю т с я похожими, если с о в п а д а ю т 
м н о ж е с т в а чисел, в с т р е ч а ю щ и х с я в этих т а б л и ц а х . ) 

15. З а д а е т с я с л о в а р ь . Н а й т и в нем все а н а г р а м м ы 
(слова , с о с т а в л е н н ы е из одних и тех ж е букв) . 

16. Н а прямой о к р а с и л и N отрезков . И з в е с т н ы коор
д и н а т а L [i] левого конца и координата R[i] правого 
конца i-ro отрезка д л я ( = 1, N. Н а й т и сумму длин 
всех о к р а ш е н н ы х частей прямой . 

П р и м е ч а н и е . Число N столь велико, что на выполнение N2 

даже простейших операций не хватит времени. 

М о д и ф и к а ц и я . На о к р у ж н о с т и о к р а с и л и N дуг. 
Известны у г л о в а я координата L [г] н а ч а л а и R [i] конца 
/'-й дуги (от н а ч а л а к концу д в и г а л и с ь , з а к р а ш и в а я дугу, 
против часовой стрелки) . К а к а я доля о к р у ж н о с т и окра
ш е н а ? 

17. Имеется 2N чисел. Известно , что их можно раз 
бить на п а р ы т а к и м о б р а з о м , что произведение чисел 
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в п а р а х р а в н ы . С д е л а т ь р а з б и е н и е , если числа : а ) нату
р а л ь н ы е ; б) ц е л ы е . 

18. И м е ю т с я числа Л ] , А2, и Вх, В2, В^. 
С о с т а в и т ь из них N п а р (Л,-, В/) т а к и м о б р а з о м , чтобы 
с у м м а произведений п а р б ы л а м а к с и м а л ь н а ( м и н и м а л ь 
на ) . К а ж д о е Л,- й В ; в п а р а х в с т р е ч а ю т с я ровно по одному 
р а з у . 

19. Упорядочить по н е в о з р а с т а н и ю 5 чисел з а 7 опе
р а ц и й с р а в н е н и я . 

20. П у с т ь Л — множество из N н а т у р а л ь н ы х чисел. 
В а ш а п р о г р а м м а д о л ж н а определить , существует ли по 
к р а й н е й мере одно подмножество В м н о ж е с т в а Л , удов
л е т в о р я ю щ е е с л е д у ю щ и м условиям д л я любых X, Y, Z из 
В {ХфЧфЪфХ): 

Z + Y + Z < S U M { * : * из В\{Х, Y, Z}}, (*) 

где В\{Х, Y, Z} о з н а ч а е т множество В без элементов X, 
Y и Z, S U M — сумма элементов соответствующего мно
ж е с т в а . 

В с л у ч а е положительного ответа п р о г р а м м а д о л ж н а 
найти подмножество В, у д о в л е т в о р я ю щ е е условию (*) 

и состоящее из м а к с и м а л ь н о возможного числа эле
ментов . 

2 1 . Д а н о п о л о ж и т е л ь н о е целое число К я К ц е л ы х 
чисел Л , , Ак. В ы ч и с л и т ь значение суммы S(M, N) — 
= AM-\-AM+l + ...+AN_x + AN, где 1 < M < N < / T : 

а ) н а и б о л ь ш е е ; 
б) н а и м е н ь ш е е ; 
в) наиболее близкое к нулю; 
г) н а и б о л е е близкое к з а д а н н о м у числу Р. 

П р и м е ч а н и е . Число К столь велико, что числа Аи А2, Ак 

занимают примерно пятую часть памяти, отводимой для хранения 
данных, а на выполнение К2 даже простейших операций не хватает 
времени. 

22. Д а н ы ц е л ы е числа М и N и массив действитель 
ных чисел X[l..N]. Н а й т и целое число i (l^i^.N — М), 
д л я которого с у м м а Л' [г]-f-... + X [i; + М] б л и ж е всего 
к нулю по модулю. 
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23. Д а н массив X[l..N]. Необходимо циклически 
сдвинуть его на k элементов влево (т. е. э л е м е н т X [i] 
после сдвига д о л ж е н стоять на месте X[i — k\, тут мы 
считаем , что за ^ [ 1 ] следует Х[Щ). Р а з р е ш а е т с я исполь
з о в а т ь только несколько дополнительных переменных 
(дополнительного м а с с и в а з а в о д и т ь нельзя ! ) . 

З А Д А Ч И Д Л Я С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я 

1. Чему будут р а в н ы хх и хъ если: a ) x , = = P ( l . О, 2. 0), 
б) x 2 = P ( 3 . 0, 4. 0)? 

Алг в е щ Р ( в е щ а, Ь) 
нач в е щ с 

с : = (Ь — а ) / 3 + а 
если A B S (Ь — а ) < 0 . 0 0 0 1 
| то з н а ч : = с 
иначе 

если s i n ( a ) * s i n ( c ) < ; 0 
| то з н а ч : = Р ( а , с) 
иначе 
| з н а ч : = Р ( с , Ь) 
все 

все 
кон 

2. О п р е д е л и т ь , м о ж н о ли п р е д с т а в и т ь з а д а н н о е нату
р а л ь н о е число в виде произведения четырех последова 
тельных н а т у р а л ь н ы х чисел. Д л и н а числ,а не более 
250 символов . Конец числа — пробел . 

3 . Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я в д в у м е р н о м м а с 
сиве A[l..N, 1..М] целых чисел , т а к о м , что д л я всех 
1 < л ^ i V , l ^ / ^ A f — 1 в ы п о л н я е т с я A [i, j\>A [i,/+ 1] и 
д л я всех 1 N — 1 в ы п о л н я е т с я A [i, М]>А [j-f- 1, М], 
находит все э л е м е н т ы A[i, / ] , р а в н ы е / + '"> или уста
н а в л и в а е т , что т а к и х элементов нет. 

4. Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я в д в у м е р н о м м а с 
сиве Л [I..N, 1..М] целых чисел , т а к о м , что д л я всех 
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1 s^isS^Af, 1 / < : Af — 1 в ы п о л н я е т с я A [i, / ] < Л [i, / - j - 1 ] и 
д л я всех 1 ̂ i ^ / V — 1 в ы п о л н я е т с я A [i, M]<A [i+l, M], 
находит все элементы A [i, j], р а в н ы е / + г, или уста 
н а в л и в а е т , что т а к и х элементов нет. 

5. Н а п р я м о й своими к о н ц а м и з а д а н ы JV отрезков 
и точка X. О п р е д е л и т ь , п р и н а д л е ж и т л и точка м е ж о т р е -
зочному и н т е р в а л у . Если д а , то у к а з а т ь концевые точки 
этого и н т е р в а л а . Если нет, то найти: а ) какому количе
ству отрезков п р и н а д л е ж и т точка ; б ) к а к и м именно 
о т р е з к а м п р и н а д л е ж и т точка? 

6. Н а п р я м о й своими к о н ц а м и з а д а н ы N отрезков . 
Н а й т и точку, п р и н а д л е ж а щ у ю м а к с и м а л ь н о м у числу от
резков . 

7. П у с т ь F (х) — процедура , в ы ч и с л я ю щ а я з н а ч е н и е 
непрерывной функции , к о т о р а я о п р е д е л е н а на всей дей
ствительной оси. Эта ф у н к ц и я у б ы в а е т при всех х мень
ш е некоторого числа х0 и в о з р а с т а е т при всех х б о л ь ш е 
х0. С о с т а в и т ь алг оритм , который о п р е д е л я е т х0 с точ
ностью я з н а к о в после з а п я т о й . 

8. Д а н п р я м о у г о л ь н ы й треугольник ABC: Z.ABC = 
= 9 0 ° ; Z.BAC = a° ( 0 ° < a o < 9 Q ° ) . К а т е т ВС р а з д е л е н на 
п р а в н ы х частей: 

\BDX\ — | D , D 2 I = • - = Ш - я А - П = I A , - i C | . 

К а ж д а я из точек Д ( l ^ i ^ r a — 1) соединена отрезком 
с вершиной Л т а к и м о б р а з о м , что полученные отрезки 
р а з д е л я ю т угол ВАС на п частей : 

Z.BADl = a\, Z D H 0 2 = a 2 ° , . . . . / О п _ 2 Л О а - , = а „ - Л 
ЛОп_,АС = а°. 

Д л я введенных а (в градусах) и п определить k (1 < ! й г ^ п ) , 
д л я которого значение в ы р а ж е н и я \ак — а/п\ будет наи
м е н ь ш и м . 

9. В треугольном королевстве , р а с п о л о ж е н н о м м е ж д у 
т р е м я п и р а м и д а м и , где-то под п ы л ь ю столетий с п р я т а н 
вход в гробницу ф а р а о н а Т у т р а м з е с а . Многие к л а д о -
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искатели о т п р а в л я л и с ь в дорогу , чтобы найти вход 
в гробницу и о б н а р у ж и т ь несметные с о к р о в и щ а . 

Н а п р а с н о ! П р о к л я т и е ф а р а о н а гласило : к а к только 
к л а д о и с к а т е л ь п о п а д а е т в треугольное королевство , он 
д о л ж е н д в и г а т ь с я только п р я м о л и н е й н о в н а п р а в л е н и и 
к вершине одной из п и р а м и д . При этом, преодолев 
половину пути, он д о л ж е н некоторое в р е м я отдохнуть 
и з а т е м снова о т п р а в и т ь с я в путь по н а п р а в л е н и ю к ка
кой-нибудь из трех п и р а м и д . К а ж д ы й р а з н а п р а в л е н и е 
в ы б и р а е т с я с л у ч а й н ы м о б р а з о м . С у щ е с т в у е т ли в тре
угольном королевстве точка , в которую к л а д о и с к а т е л ь 
никогда не с м о ж е т попасть? Если да , то вход в гробницу 
останется навсегда с к р ы т ы м и ф а р а о н навеки будет 
оставлен в покое. 

Н а п и с а т ь п р о г р а м м у д л я к л а д о и с к а т е л я , п о к а з ы в а ю 
щую на э к р а н е только точки остановки путника . ( З а д а 
ются к о о р д и н а т ы трех угловых точек треугольного коро
левства и н а ч а л ь н о е п о л о ж е н и е к л а д о и с к а т е л я . ) 

Получить к а к минимум 5 г р а ф и к о в . Один из них 
д о л ж е н быть д л я следующих н а ч а л ь н ы х условий: на
ч а л ь н а я точка и три в е р ш и н ы л е ж а т в 4 у г л а х э к р а н а ; 
п р о д е л а т ь 5000 итераций . 

10. П р е д п о л о ж и м , что имеется некоторый кусок лен
ты, р а з д е л е н н ы й на к а д р ы . К а д р ы з а н у м е р о в а н ы с двух 
сторон. Полоска л е н т ы склеена в лист М е б и у с а . Необхо
димо составить алгоритм упорядочения этой последова
тельности, предположив , что соседние к а д р ы м о ж н о пере
с т а в л я т ь (естественно, в упорядоченной п о с л е д о в а т е л ь 
ности будет один «скачок» от минимального элемента 
к м а к с и м а л ь н о м у ) . С л е д у е т учесть, что при перестановке 
ка д ров п е р е с т а в л я ю т с я числа с обеих сторон к а д р о в . 

Н а п р и м е р : есть 2 к а д р а , Аь В , — одна сторона к а д 
ров, Аъ В2— д р у г а я . Пусть А{ = 1, А2 — 2, В{ = 7, В2 = 3. 
Тогда после перестановки с о д е р ж и м о г о А и В будет А, = 
= 7, Л 2 = 3, Д, = 1, В 2 = 2. 

Всегда ли такое упорядочение возможно? 
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11. И м е е т с я N человек и ц е л ы е числа Аи AN. 
М о ж е т ли число з н а к о м ы х i-ro человека в этой группе 
р а в н я т ь с я Л,? 

12. Условие з а д а ч и 11. У к а з а т ь один из в о з м о ж н ы х 
в а р и а н т о в з н а к о м с т в . 

13. З а д а н о семейство множеств букв . Н а й т и т а к о е 
м а к с и м а л ь н о е k, д л я которого м о ж н о построить мно
жество , состоящее из k букв , причем к а ж д а я из них 
п р и н а д л е ж и т ровно k м н о ж е с т в а м з а д а н н о г о семейства . 

14. В музее регистрируется в течение дня в р е м я 
прихода и ухода к а ж д о г о посетителя . Таким о б р а з о м за 
день получены N пар значений , где первое значение 
в п а р е п о к а з ы в а е т в р е м я прихода посетителя , а второе 
значение — в р е м я его ухода. Н а й т и п р о м е ж у т о к време 
ни, в течение которого в музее одновременно находилось 
м а к с и м а л ь н о е число посетителей. 

15. З а д а е т с я число п> 1, которое о п р е д е л я е т р а з м е р 
ность п р о с т р а н с т в а и р а з м е р ы М « -мерных п а р а л л е л е п и 
педов (а,,, ain), / = 1 , М. П а р а л л е л е п и п е д м о ж е т 
р а с п о л а г а т ь с я в п р о с т р а н с т в е л ю б ы м из способов, при 
которых его р е б р а п а р а л л е л ь н ы осям координат . Н а й т и 
м а к с и м а л ь н у ю последовательность в к л а д ы в а е м ы х д р у г 
в д р у г а п а р а л л е л е п и п е д о в . 

16. П о с т р о и т ь м а к с и м а л ь н о е множество , состоящее 
из п о п а р н о не с р а в н и м ы х векторов у. В е к т о р ы v опреде
л я ю т с я п а р а м и чисел, в ы б и р а е м ы х из данной после
д о в а т е л ь н о с т и чисел аь ап, п~^-\. Д в а вектора 
v — (a, b) и v' = (a', b') н а з ы в а ю т с я с р а в н и м ы м и , если 
a^La' и b^.b' или а^а' и b^br, в противном с л у ч а е — 
н е с р а в н и м ы м и . 

17. Пусть группа состоит из N человек. Н а з о в е м 
одного из этих людей знаменитостью, если он не з н а е т 
никого из оставшихся , а его з н а ю т все. З а д а ч а состоит 
в том, чтобы в этой группе о п р е д е л и т ь з н а м е н и т о с т ь 
( если она т а м есть) . П р и этом р а з р е ш а е т с я з а д а в а т ь 
только вопросы вида: «Извините , з н а е т е ли Вы вон того 
человека?» ( П р е д п о л а г а е т с я , что все ответы п р а в д и в ы , 
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и что д а ж е з н а м е н и т о с т ь ответит на поставленный ей 
вопрос.) 

Н а й т и м и н и м а л ь н о е необходимое число вопросов, ко
т о р ы е надо з а д а т ь , и описать алгоритм опроса . 

Входные д а н н ы е : м а т р и ц а C[i, / ] , т а к а я , что С [г, / ] = 
= 1, если i з н а е т / , и C[i, / ] = 0, если иначе . 

18. Н а б и р ж е есть N п р о д а в ц о в и М покупателей 
и один вид т о в а р а . К а ж д ы й п р о д а в е ц о п р е д е л я е т д л я 
себя и о б ъ я в л я е т м и н и м а л ь н у ю цену, по которой он 
согласен п р о д а т ь т о в а р , а к а ж д ы й п о к у п а т е л ь н а з ы в а е т 
м а к с и м а л ь н у ю цену, по которой он е щ е согласен купить 
т о в а р . 

Н а й т и т а к у ю единую цену на т о в а р , чтобы с у м м а 
сделок к у п л и - п р о д а ж и б ы л а м а к с и м а л ь н о й . 

Н а й т и т а к у ю м а к с и м а л ь н у ю единую цену на т о в а р , 
чтобы общее количество п р о д а в ц о в и покупателей , уча
ствующих в торгах , было м а к с и м а л ь н ы м . 

19. Пусть blackbox(v) — ф у н к ц и я а р г у м е н т а v; 
blackbox(v)—\, если слово v я в л я е т с я частью неизвест
ного слова ш, и 0 — в противном случае . 

Р а з р а б о т а т ь п р о г р а м м у н а х о ж д е н и я слова w с по
мощью к а к м о ж н о более короткой последовательности 
вызовов функции blackbox. 

У К А З А Н И Я К Р Е Ш Е Н И Ю З А Д А Ч 
П О В Ы Ш Е Н Н О Й С Л О Ж Н О С Т И 

1. Д л я р е ш е н и я з а д а ч и необходимо с р а в н и т ь число 
X с э л е м е н т а м и м а с с и в а . Если с р а в н и в а т ь X со всеми 
э л е м е н т а м и м а с с и в а А, количество о п е р а ц и й с р а в н е н и я 
р а в н о M-N. 

Существенно с о к р а т и т ь количество ср ав н ени й можно, 
если р а с с м а т р и в а т ь первую строку и последний столбец 
м а с с и в а А к а к один массив . Э л е м е н т ы в нем упорядоче
ны по в о з р а с т а н и ю . 

Р а с с м о т р и м элемент Л [ 1 , М]. 
В о з м о ж н ы с л е д у ю щ и е ситуации . 
1) Х = А [1 , М]. 
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В этом с л у ч а е з а д а н н ы й э л е м е н т найден . 
2) Х<А[1, М]. 
Тогда э л е м е н т а , равного X, в столбце с номером М 

б ы т ь не м о ж е т . Поэтому м о ж н о ограничиться поиском 
з а д а н н о г о э л е м е н т а в массиве А с в ы б р о ш е н н ы м М-м 
с т о л б ц о м . 

3) Х>А[\, М]. 
В этом с л у ч а е э л е м е н т а , равного X, в строке с номе

ром 1 б ы т ь не может . Поэтому в д а л ь н е й ш е м поиск 
з а д а н н о г о э л е м е н т а будет проводиться в м а с с и в е А без 
первой строки . 

Т а к и м о б р а з о м , на к а ж д о м ш а г е , после с р а в н е н и я 
з а д а н н о г о элемента X со значением элемента из правого 
верхнего угла м а с с и в а , из массива в ы б р а с ы в а е т с я либо 
строка , л и б о столбец . В р е з у л ь т а т е этого с у м м а р н о е 
число строк и столбцов у м е н ь ш а е т с я на 1. Поэтому д л я 
р е ш е н и я з а д а ч и потребуется не более чем JV + M с р а в 
нений. 
. 2. Н о м е р а строки г'0 и с толбца / 0 д о л ж н ы с о в п а д а т ь , 

иначе в строке будет н е д и а г о н а л ь н ы й нулевой элемент . 
П р о с т е й ш и м решением я в л я е т с я просмотр элементов 

/-й строки и i-ro с толбца , i = l , 2, N, м а с с и в а до на
х о ж д е н и я индекса k т акого , что э л е м е н т ы к-Р> строки 
и k-ro с толбца удовлетворяют т р е б у е м о м у свойству или 
д о у с т а н о в л е н и я ф а к т а , что такого индекса нет. Оче
видно, что в последнем с л у ч а е необходим просмотр почти 
всех элементов м а с с и в а . 

О д н а к о в о з м о ж н о существенно с о к р а т и т ь количество 
о п е р а ц и й , используя с л е д у ю щ и й ф а к т . 

Р а с с м о т р и м элемент A [k, j], кф]. В о з м о ж н ы две 
ситуации : 

l)A[k, Я - 0 . 
В этом с л у ч а е м о ж н о з а м е т и т ь , что индекс к не 

подходит, т а к к а к в строке с индексом k стоит 0. Поэтому 
м о ж н о ограничиться поиском з а д а н н о г о э л е м е н т а в под-
м а с с и в е без k-vo с толбца и k-i\ строки. 

2) А [к, / ] = 1 . 
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В этом с л у ч а е можно з а м е т и т ь , что индекс / не подхо
дит, т а к к а к в столбце с индексом / стоит 1. Поэтому 
можно ограничиться поиском з а д а н н о г о э л е м е н т а в под-
массиве без / - го с толбца и /-Й строки. 

Т а к и м о б р а з о м , р а с с м а т р и в а я на к а ж д о м ш а г е значе 
ния элементов A [k, /'] т аких , что A [k, / ] я в л я е т с я эле
ментом интересующего нас п о д м а с с и в а , потребуется про
смотр ровно N— 1 э л е м е н т а д л я установления единствен
ного индекса k, который м о ж е т удовлетворить требуемо
му свойству. О с т а е т с я проверить только элементы этого 
столбца и строки. 

k\ = \ 
д л я j от 2 до N 

если A [k, j ] = 0 
то k: = j 

П о с л е окончания цикла остается проверить только 
элементы k-vo с толбца и k-n строки. 

С у м м а р н а я трудоемкость описанного а л г о р и т м а не 
превосходит 3N о п е р а ц и й . 

3. П р о с т е й ш и м решением я в л я е т с я просмотр коорди
нат вершин Л/-угольника и определение , с о в п а д а ю т ли 
координаты одной из них с к о о р д и н а т а м и точки (х; у). 
В этом случае необходим просмотр координат всех 
N в ершин многоугольника . 

С о к р а т и т ь количество операций просмотра можно , 
используя метод дихотомии. 

П р о н у м е р у е м в е р ш и н ы от 1 до N в п о р я д к е обхода по 
контуру и занесем к о о р д и н а т ы вершин в массив . 

С р а в н и м в н а ч а л е координату первой в е р ш и н ы в обхо
де с к о о р д и н а т а м и точки (х; у). Если они совпадают , то 
з а д а ч а решена . Если не с о в п а д а ю т , то точка (х, у) м о ж е т 
с о в п а д а т ь с одной из оставшихся N— 1 вершиной. Н о м е р 
начальной вершины оставшегося у ч а с т к а контура р а в е н 
2, конечной — JV. 

Пусть на некотором ш а г е номера начальной и ко
нечной вершин р а с с м а т р и в а е м о г о контура р а в н ы / и q 
соответственно. Н а й д е м номер средней в е р ш и н ы т = 
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— (/ + </) div 2. О п р е д е л и м теперь положение точки 
(х; у) и вершины с номером / относительно прямой , 
проходящей через вершины с н о м е р а м и 1 и т . В о з м о ж н ы 
с л е д у ю щ и е ситуации: 

1) Точки л е ж а т по одну сторону от прямой . В этом 
с л у ч а е нас не интересует часть контура от вер

шины т до вершины q. Поэтому последней 
интересующей нас вершиной в контуре м о ж н о счи

т а т ь вершину т—1. П о л а г а е м q:=m—1. 
2) Точки л е ж а т по р а з н ы е стороны от прямой. В этом 

с л у ч а е нас не интересует ч а с т ь контура от верши

ны / до вершины т—1. Поэтому первой интересу

ющей нас вершиной в контуре можно считать 
вершину т. П о л а г а е м f:=m. 

П р о ц е с с з а к а н ч и в а е т с я , когда q — / = 1 (т . е. осталось 
только две точки) . П р о в е р к а их координат на совпадение 
с точкой (х; у) и д а е т ответ на поставленный в з а д а ч е 
вопрос . 

П р и м е ч а н и е . Для решения задачи нам понадобилось проана

лизировать 0(log 2 JV) вершин. 

Этот п р и м е р п о к а з ы в а е т , что метод дихотомии можно 
п р и м е н я т ь не только к числовым упорядоченным м н о ж е 

с т в а м . 
4. Пронумеруем трапеции слева направо от 1 до yVf1. 

Л е в а я бесконечная т р а п е ц и я имеет номер 1, пра

в а я — (iVf1), конечные т р а п е ц и и — от 2 до N. 
П р о с т е й ш и м решением я в л я е т с я последовательное 

о п р е д е л е н и е п о л о ж е н и я точки (х; у) относительно пря

мых, проходящих через точки с к о о р д и н а т а м и (Л ,_ , ; 1), 
0) и ( Л ; ; 1), ( £ , ; 0) соответственно, i = 2 , N . Воз

м о ж н ы с л е д у ю щ и е ситуации . 
1) Точка л е ж и т по одну сторону от п р я м ы х . 

П о л а г а е м i:=i-\-l. 
2) Точка л е ж и т по р а з н ы е стороны от п р я м ы х . Тогда 

интересующей нас т р а п е ц и е й я в л я е т с я конечная 
т р а п е ц и я с индексом i. 
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Если мы п р о а н а л и з и р о в а л и все конечные т р а п е ц и и , 
а с и т у а ц и я 2) не возникла , то точка л е ж и т в одной из 
бесконечных т р а п е ц и й . П р о в е р и м , л е ж а т л и точка (х; у) 
и точка из левой бесконечной т р а п е ц и и по одну сторо
ну от прямой , проходящей через точки (А{; 1), (Bt; 0) . 
Если да , то точка п р и н а д л е ж и т левой бесконечной т р а 
пеции, если нет — правой . 

О д н а к о м о ж н о существенно с о к р а т и т ь количество 
операций , используя метод дихотомии. 

О п р е д е л и м индексы н а ч а л ь н о г о и конечного номеров 
интересующих н а с т р а п е ц и й , среди которых будет иско
м а я . В н а ч а л е индексы р а в н ы 1 и J V + 1 соответственно. 

П у с т ь на некотором ш а г е индексы н а ч а л ь н о г о и ко
нечного номеров интересующих н а с т р а п е ц и и р а в н ы 
/ и q соответственно. В ы ч и с л и м индекс среднего номера 
m = (/ + ? ) d i v 2. 

О п р е д е л и м в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е точки (х; у) и точ
ки, л е ж а щ е й з а в е д о м о в левой бесконечной т р а п е ц и и , 
относительно прямой , проходящей через точки с коорди
н а т а м и {Ат; 1), (Вт; 0). 

В о з м о ж н ы с л е д у ю щ и е ситуации . 
1) Точки л е ж а т по одну сторону от прямой . В этом 

с л у ч а е нас не интересуют т р а п е ц и и с н о м е р а м и от 
И ДО f 
П о л а г а е м q:=m. 

2) Точки л е ж а т по р а з н ы е стороны от прямой . В этом 
случае нас не интересуют т р а п е ц и и с н о м е р а м и от 
/ до т. П о л а г а е м / : = т + 1 . 

Алгоритм з а к а н ч и в а е т работу , когда f=q. И с к о м а я 
т р а п е ц и я имеет номер / . 

5. Среди N введенных н а т у р а л ь н ы х чисел отсутствует 
по к р а й н е й мере одно число из и н т е р в а л а [1 , N + 1]. И д е я 
решения состоит в использовании м а с с и в а из N чисел, 
в котором элемент с индексом i «регистрирует» , п р и ш л о 
ли число со значением L П о с л е «регистрации» всех 
элементов последовательности остается только прове
рить , какое минимальное число не « з а р е г и с т р и р о в а н о » . 
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В качестве п р и з н а к а «регистрации» числа i м о ж н о з а н о 
сить в t-й элемент м а с с и в а 1. П е р в о н а ч а л ь н о все числа 
« н е з а р е г и с т р и р о в а н ы » — все элементы м а с с и в а р а в н ы 0 . 

Если все числа от 1 до N « з а р е г и с т р и р о в а н ы » , то 
м и н и м а л ь н о е отсутствующее н а т у р а л ь н о е — N-\-l. 

6. Очевидно , что при вводе N н а т у р а л ь н ы х чисел по 
к р а й н е й мере одно число из и н т е р в а л а [1 , N-f-1] отсутст
вует. 

О п р е д е л и м н а ч а л о а и конец Ь некоторого и н т е р в а л а 
индексов , который нас интересует . В о з м о ж н о л и за один 
просмотр ленты установить , все ли числа из и н т е р в а л а 
[а, Ь] присутствуют на ленте? Учитывая тот ф а к т , что 
з а п и с а н н ы е числа р а з л и ч н ы , м о ж н о определить , сколько 
чисел , з а п и с а н н ы х на ленте , п о п а д а ю т в интересующий 
н а с и н т е р в а л . С другой стороны, нетрудно определить 
количество н а т у р а л ь н ы х чисел на и н т е р в а л е [а, Ь] — это 
(b-a+l). 

Алгоритм состоит в с л е д у ю щ е м . 
О п р е д е л и м з н а ч е н и я н а ч а л а и конца интересующего 

нас и н т е р в а л а . Очевидно , что в н а ч а л е они р а в н ы 
1 и IV-f 1 соответственно. 

Пусть на некотором шаге значения н а ч а л а и конца 
интересующего нас и н т е р в а л а р а в н ы / и q соответствен
но. О п р е д е л и м индекс среднего э л е м е н т а и н т е р в а л а т — 
= ( / + <?) div 2. 

Н а й д е м теперь количество элементов k на ленте , 
л е ж а щ и х в и н т е р в а л е [/, т]. 

В о з м о ж н ы с л е д у ю щ и е ситуации . 
1) Количество элементов к<т — В этом с л у ч а е 

нас не интересует интервал от т до q, т а к к а к на 
и н т е р в а л е [/, т] хотя бы одно число отсутствует . 
Поэтому интересующим нас интервалом можно 
с ч и т а т ь [/, т\. Поэтому п о л а г а е м q\—m. 

2) Количество элементов k = m — / - f - 1 - В этом с л у ч а е 
н а с не интересует и н т е р в а л от / до т, т а к к а к на 
и н т е р в а л е [/, т] все н а т у р а л ь н ы е числа присутст
вуют. Т а к и м о б р а з о м , интересующим нас интерва 



лом м о ж н о считать [m+l, q]. Поэтому п о л а г а е м 
q:=m-\-\. 

П р о ц е с с о к а н ч и в а е т с я , когда / = <?. З н а ч е н и е / я в л я 
ется искомым. 

7. С о з д а д и м два м а с с и в а , к а ж д ы й из которых будет 
с о д е р ж а т ь м а с с ы монет из первого и второго столбиков 
соответственно. 

Очевидное решение з а д а ч и — «слияние» этих двух 
массивов в общий упорядоченный массив весов и н а х о ж 
дение в нем 64-го по величине э л е м е н т а . 

О д н а к о з а д а ч у м о ж н о р е ш и т ь б ы с т р е е , используя 
метод дихотомии. П р и этом не в о з н и к а е т необходимости 
о б ъ е д и н я т ь исходные м а с с и в ы . 

О б о з н а ч и м соответственно через Nt и К, н а ч а л ь н ы й 
и конечный номера элементов в р а с с м а т р и в а е м ы х на 
д а н н о м ш а г е массивах , / = 1, 2. О п р е д е л и м номера сред
них элементов Sj = (iV;-f-/T,) div 2. Н а первом ш а г е А/, = 1, 
/С, = 64, N2=l, /С2 = 64, S , = 32, S 2 = 32. З н а ч е н и я эле
ментов, стоящих на месте S ; , г ' = 1 , 2, обозначим X и У. 

С р а в н и в средние элементы X и Y, найдем больший из 
них. П у с т ь это X. В силу упорядоченности м а с с и в а 
к а ж д ы й из элементов , стоящих перед X, больше X по 
величине . С другой стороны, только э л е м е н т ы , стоящие 
п е р е д Y во втором массиве , могут быть б о л ь ш е X. Поэто
му X больше искомого 64-го э л е м е н т а . С л е д о в а т е л ь н о , 
в первом м а с с и в е можно не р а с с м а т р и в а т ь п е р в ы е 
32 э л е м е н т а . 

Аналогично м о ж н о п о к а з а т ь , что э л е м е н т ы , стоящие 
после Y, можно т а к ж е не р а с с м а т р и в а т ь , т а к к а к они 
меньше искомого э л е м е н т а . П о с л е таких действий в м а с 
сивах осталось по 32 э л е м е н т а , и при этом необходимо 
найти 32-й по величине элемент . 

П о в т о р я е м описанный в ы ш е процесс с измененными 
з н а ч е н и я м и н а ч а л ь н ы х Nh конечных К, и средних S, 
номеров элементов в м а с с и в а х по с л е д у ю щ е м у п р а в и л у : 
если больший из X и Y находятся в первом массиве , то 
iVi = S i _ 1 , K2 = S2, иначе N2 = S2+l, Kl = Si. П р о ц е с с 
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з а к а н ч и в а е т с я , когда в к а ж д о м м а с с и в е останется по 
одному элементу . П р и этом больший из них и будет 
искомым. 

П р и м е ч а н и е . Поскольку количество монет после каждого 
шага уменьшается в два раза, то количество взвешиваний — 
l o g 2 1 2 8 = 7 . 

8. О ч е в и д н ы м решением з а д а ч и я в л я е т с я создание 
общего упорядоченного массива , с о д е р ж а щ е г о э л е м е н т ы 
всех исходных массивов , и н а х о ж д е н и е в нем k-ro по 
величине э л е м е н т а . 

П р и м е ч а н и е . В этом случае требуется порядка (а, + а 2 + . . . + 
+ log 2 (a , + a 2 + ... + а „ ) операций. 

О д н а к о м о ж н о существенно с о к р а т и т ь количество 
о п е р а ц и й , используя дихотомический способ поиска . 

П у с т ь д л я к а ж д о г о из наборов i определены на
ч а л ь н ы й iV; и конечный Ki индексы. О п р е д е л и м индексы 
средних элементов Si — (Ni-\-Ki)div2 д л я массивов с 
Ki^Nj. Н а й д е м м а к с и м а л ь н о е m a x и м и н и м а л ь н о е min 
среди значений средних элементов . О п р е д е л и м т а к ж е S, 
д л я массивов с Kj<Nj по п р а в и л у Sj — Kr 

На к а ж д о й итерации в ы ч и с л я е м значение 
S — Si -f-S 2 -f-. . . -f- SN. 

В о з м о ж н ы три ситуации . 
1) S > k . 

В этом случае искомый э л е м е н т не меньше мини
мального среднего элемента min (пусть он нахо
дится в н а б о р е с номером ' / ) • Тогда э л е м е н т ы 
с и н д е к с а м и /С, з а в е д о м о не я в л я ю т с я 
решением и их м о ж н о игнорировать . Поэтому пере
с ч и т ы в а е м Kj по п р а в и л у Kj = Sj—l ( н а п о м н и м , 
что Kj>Nj). 

2) S < k . 
В этом с л у ч а е искомый элемент не б о л ь ш е м а к с и 
мального элемента m a x (пусть он находится в на
боре с номером t). Тогда э л е м е н т ы с и н д е к с а м и 
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Nt, St з а в е д о м о не я в л я ю т с я решением и их 
м о ж н о игнорировать . Поэтому пересчитываем Nt 

по п р а в и л у N, = 5,41 ( н а п о м н и м , что Kt^Nt). 
3) S = k. 

В этом случае можно п е р е с ч и т а т ь Kj = Sj и Nt = 
= S , + 1. 

П р о ц е с с з а к а н ч и в а е т с я , когда н а ч а л ь н ы й и ко

нечный Kj индексы у д о в л е т в о р я ю т условию Kj<.Nj д л я 
к а ж д о г о L При этом меньший из элементов с индексами 
Ki и будет искомым (если К, = 0, то этот э л е м е н т р а с с м а т 

р и в а т ь не нужно) . 
9. Д л я решения з а д а ч и достаточно о с у щ е с т в л я т ь про

смотр элементов массивов А и В, ф и к с и р у я две вели

чины: 
1) положение р м а к с и м а л ь н о г о просмотренного эле 

мента из. Л; 
2) значение индексов i0, / 0 д л я м а к с и м а л ь н о й най

денной суммы, у д о в л е т в о р я ю щ е й т р е б о в а н и ю условия . 
Н а н а ч а л ь н о м этапе р = 1 , / 0 = 1. /о — 2

П р и просмотре очередного э л е м е н т а i из Л о п р е д е л я 

ется : 
м а к с и м а л ь н а я из сумм 
{A [i0l + B[j0], A [p] + B[i+ 1], Л [i\ + B[i+ 1]} 
пересчетом индексов i0, / 0 д л я м а к с и м а л ь н о й най

денной с у м м ы ; 
индекс р м а к с и м а л ь н о г о просмотренного э л е м е н т а 
из Л (при сравнении значений Л [р] и Л [£]). 

Д е й с т в и я в ы п о л н я ю т с я д л я i от 2 д о — 1 . 
10. Если ф у н к ц и я я в л я е т с я монотонной и н е п р е р ы в 

ной на п р о м е ж у т к е [а, Ь] и имеет на концах п р о м е ж у т к а 
з н а ч е н и я р а з н ы х з н а к о в , то она имеет на этом проме

ж у т к е единственный корень, который можно найти мето

дом дихотомии. 
Если ф у н к ц и я имеет на п р о м е ж у т к е единственный 

корень , то значения функции на концах этого проме

ж у т к а имеют р а з н ы е з н а к и , т.е . / ( a ) f (b)<z0. Н а й д е м 
середину о т р е з к а [a, b]:c = (a-{-Ь)/2. Точка с р а з д е л и т 
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н а ш п р о м е ж у т о к на две части. В ы ч и с л и м значение / (с). 
Если / ( с ) = 0 , то с — корень у р а в н е н и я . Если / ( с ) Ф 0 , то 
либо / ( а ) / ( с ) < 0 , либо / ( с ) / ( 6 ) < 0 . В качестве нового 
п р о м е ж у т к а [а, Ь] берем тот, на концах которого ф у н к ц и я 
п р и н и м а е т з н а ч е н и я р а з н ы х з н а к о в . Д л и н а п р о м е ж у т к а 
с о к р а т и л а с ь вдвое. Р а з д е л и м [а, Ь] пополам и из двух 
полученных п р о м е ж у т к о в выберем тот, на концах кото
рого ф у н к ц и я п р и н и м а е т значения р а з н ы х з н а к о в , и т. д . 

П р о ц е с с п р о д о л ж а е т с я до тех пор , пока модуль зна 
чения функции в найденной на д а н н о м ш а г е точке х не 
будет меньше 10~" (если /г = 5, то \f(x)\<0,00001). 

11. П о п ы т а е м с я р а с п р е д е л и т ь г л а в ы по т о м а м р а в н о 
мерно. Н а к а ж д ы й том придется не более P—TN/K~\ 
г л а в , где П — о к р у г л е н и е по избытку . Тома с 1-го по 
(К—1)-й будут с о д е р ж а т ь по Р г л а в , а том с номером 
К — (N—РК) г л а в . Н а й д е м м а к с и м а л ь н ы й объем тома 
при т а к о м р а с п р е д е л е н и и . З а п о м н и м его в переменной 
high. Это будет оценка минимального объема V сверху. 

В переменной low будем х р а н и т ь оценку V снизу. 
В ы б е р е м ее к а к м а к с и м у м из двух величин: о б ъ е м а 
н а и б о л ь ш е й г л а в ы и частного от деления с у м м а р н о г о 
о б ъ е м а всех г л а в на количество томов (что соответствует 
идеальному р а в н о м е р н о м у р а с п р е д е л е н и ю с т р а н и ц по 
т о м а м ) . О б о з н а ч и м через level полусумму оценок сверху 
и снизу: 

level = (low - f -high) div 2. 

П о п ы т а е м с я р а с п р е д е л и т ь г л а в ы по т о м а м так , чтобы 
объем к а ж д о г о тома не превосходил level. Б у д е м з а н о 
сить в очередной том г л а в ы до тех пор, пока д о б а в л е н и е 
с л е д у ю щ е й г л а в ы не приведет к п р е в ы ш е н и ю level. 
П о с л е этого перейдем к ф о р м и р о в а н и ю с л е д у ю щ е г о 
т о м а . 

Если нам у д а л о с ь р а с п р е д е л и т ь все г л а в ы по т о м а м , 
то мы н а ш л и новую оценку д л я V сверху. В этом с л у ч а е 
п о л а г а е м high = level. 

Если ж е мы с ф о р м и р о в а л и последний том и после 
этого о с т а л а с ь е щ е хотя бы одна г л а в а , то с м а к с и м а л ь -
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ным объемом тома не более level г л а в ы р а с п р е д е л и т ь 
н е л ь з я . Требуется увеличить н и ж н ю ю оценку . П о л а г а е м 
low: — level + 1. 

П о в т о р я е м этот процесс до тех пор, пока не станет 
low^high ( тем с а м ы м объем искомого тома V уточнен 
до одной с т р а н и ц ы ) . З н а ч е н и е high и будет искомым 
м и н и м а л ь н ы м объемом с а м о г о толстого тома . 

П р и м е н е н и е метода дихотомии к р е ш е н и ю д а н н о й 
з а д а ч и позволяет значительно с о к р а т и т ь перебор воз
м о ж н ы х в а р и а н т о в . 

12. О с н о в н а я с т р а т е г и я решения з а к л ю ч а е т с я в том, 
что к а ж д ы й с л е д у ю щ и й к а м е н ь к л а д е т с я в кучу с мень
шей текущей массой . П р и этом в п е р в у ю кучу надо 
п о л о ж и т ь к а м е н ь м а к с и м а л ь н о й м а с с ы . П о к а ж е м , что 
этого достаточно , чтобы г а р а н т и р о в а т ь п р а в и л ь н о е реше
ние з а д а ч и . П о окончании р а с п р е д е л е н и я камней по 
к у ч а м в о з м о ж н ы 2 ситуации; 

1 ) Все к а м н и попали во вторую кучу, а ее м а с с а 
о с т а л а с ь меньше половины м а с с ы первой кучи. Понятно , 
что в этом с л у ч а е к а м н и т р е б у е м ы м о б р а з о м р а з б и т ь 
н е л ь з я , следовательно , р е ш е н и я не существует . 

2 ) С л у ч а й 1 не в ы п о л н я е т с я . Тогда в о з м о ж н ы следу
ющие ситуации . 

а ) Все к а м н и п о п а л и во вторую кучу. В этом с л у ч а е 
ясно, что массы куч о т л и ч а ю т с я не более чем на 
половину первой кучи, если м а с с а первой кучи 
больше, или не более чем на м а с с у последнего 
к а м н я , положенного во вторую кучу . -В любом из 
этих с л у ч а е в требуемое условие в ы п о л н я е т с я . 

б) В первую кучу попали и д р у г и е к а м н и . Тогда ясно, 
что м а с с ы куч о т л и ч а ю т с я не более чем на массу 
самого т я ж е л о г о к а м н я , кроме первого . С л едо в а 
тельно, и в этом с л у ч а е условие з а д а ч и выполня 
ется . 

13. Н а н а ч а л ь н о м э т а п е в первую кучу к л а д е т с я 
с а м ы й т я ж е л ы й камень , а во вторую — д в а следующих 
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по м а с с е к а м н я . Д л я о с т а в ш и х с я камней р е а л и з у е т с я 
о п и с а н н а я д л я з а д а ч и 12 с т р а т е г и я . 

14. М ы м о ж е м отсортировать оба м а с с и в а — и Л , 
и В ( н а п р и м е р , по неубыванию) , д а л е е , если первые 
элементы массивов А и В с о в п а д а ю т , то ищем и в Л , 
и в В м и н и м а л ь н ы е элементы б о л ь ш е данного и повто
ряем с р а в н е н и я ; если ж е элементы не с о в п а д а ю т либо 
один из массивов у ж е з а к о н ч и л с я , а другой еще нет, то 
м а с с и в ы не похожи. 

{А и В у ж е отсортированы} 
i : = l; {смотрим м а с с и в ы А и В , н а ч и н а я с первых} 
j : = 1; {элементов} 
whi le ( i < = 10) a n d ( j < ===== 15) a n d (A[ i ] = B[ j ] ) do 
b e g i n 

e l e m e n t : = A [i]; 
wh i l e ( i < = 10) a n d ( A [ i ] = = e l e m e n t ) do 

i : = = i + l ; {поиск н е с о в п а д а ю щ е г о э л е м е н т а } 
wh i l e ( j < = = 1 5 ) a n d (B [j]== e l e m e n t ) do 

J : ======= j —I— 1 - {поиск н е с о в п а д а ю щ е г о э л е м е н т а } 
end ; 
if (I == 11) a n d ( j==16) {просмотрели все э л е м е н т ы 

А и В} 
t hen w r i t e l n ( ' М а с с и в ы похожи ' ) 
e l se w r i t e l n ( ' М а с с и в ы непохожи ' ) ; 

15. К а ж д о м у слову п р и п и с ы в а е м номер в с л о в а р е . 
С н а ч а л а сортируем буквы в к а ж д о м слове по ( н а п р и м е р ) 
н е у б ы в а н и ю . П о л у ч а е м какой-то «ключ», который совпа
д а е т у всех с л о в - а н а г р а м м ( н а п р и м е р , слова «лом» 
и «мол» п р е о б р а з у ю т с я в одни и те ж е ключи «лмо») . 

Д а л е е мы сортируем ключи слов (совместно с припи
с а н н ы м и н о м е р а м и ) по н е у б ы в а н и ю . Все о д и н а к о в ы е 
ключи будут р а з м е щ а т ь с я в отсортированной последова 
тельности слов друг за другом . М ы п р о с м а т р и в а е м полу
ченную последовательность , ищем с о в п а д а ю щ и е ключи 
и по п р и п и с а н н ы м им н о м е р а м находим в с л о в а р е со
ответствующие с л о в а - а н а г р а м м ы . 
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16. О т с о р т и р у е м отрезки в п о р я д к е н е у б ы в а н и я коор
д и н а т левых концов и будем м о д е л и р о в а т ь последова
тельное их з а к р а ш и в а н и е , н а ч и н а я с самого левого от
р е з к а . Н а з о в е м з а к р а ш и в а е м ы м тот отрезок , который 
я в л я е т с я объединением одного или нескольких отрезков . 
К а ж д ы й р а з , когда берем новый отрезок из упорядо
ченной последовательности , мы а н а л и з и р у е м с л е д у ю щ и е 
в о з м о ж н ы е ситуации . 

1 ) Если новый отрезок п е р е с е к а е т с я с з а к р а ш и в а е 
мым отрезком (его л е в а я координата не больше 
к о о р д и н а т ы п р а в о г о конца з а к р а ш и в а е м о г о отрез
ка ) , то новым п р а в ы м концом з а к р а ш и в а е м о г о 
сейчас отрезка становится более п р а в ы й из концов 
з а к р а ш и в а е м о г о и нового отрезков . 

2) Если новый отрезок не п е р е с е к а е т с я с з а к р а ш и в а е 
мым отрезком, то з а к р а с к а п р е д ы д у щ е г о отрезка 
з а кончена , его д л и н а с у м м и р у е т с я с длиной у ж е 
з а к р а ш е н н о й части , а з а к р а ш и в а е м ы м отрезком 
становится новый отрезок . 

П р о ц е с с п р о д о л ж а е т с я до тех пор, пока не будут 
просмотрены все отрезки . П о с л е этого д л и н а последнего 
з а к р а ш е н н о г о о т р е з к а с у м м и р у е т с я с длиной ранее за 
к р а ш е н н о й части . 

17. О с н о в н а я идея состоит в том, чтобы не использо
в а т ь о п е р а ц и ю у м н о ж е н и я двух чисел. Если числа нату
р а л ь н ы е , то одна из п а р д о л ж н а с о д е р ж а т ь м а к с и м а л ь 
ное и м и н и м а л ь н о е числа . Р а с с у ж д а я т а к и м о б р а з о м д л я 
о с т а в ш и х с я чисел , приходим к простому алгоритму . Сор
тируем числа в п о р я д к е н е у б ы в а н и я . Тогда п а р ы состав 
л я ю т первое и последнее числа , второе и предпоследнее 
и т . д . С и т у а ц и я немного и з м е н я е т с я , если числа целые . 
В этом случае в о з м о ж н ы три в а р и а н т а : 

1) П р о и з в е д е н и е равно 0. В этом с л у ч а е существует 
хотя бы N нулевых элементов . Поэтому п а р ы бу
дут о р г а н и з о в а н ы из одного ненулевого э л е м е н т а 
и одного нулевого или из двух нулевых элементов . 
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2) П р о и з в е д е н и е п о л о ж и т е л ь н о . В этом с л у ч а е пере
м н о ж а ю т с я п о л о ж и т е л ь н ы е числа с п о л о ж и т е л ь 
ными, а о т р и ц а т е л ь н ы е — с о т р и ц а т е л ь н ы м и по 
п р а в и л у , к а к и в случае с н а т у р а л ь н ы м и ч и с л а м и . 

3) П р о и з в е д е н и е о т р и ц а т е л ь н о . В этом с л у ч а е пере
м н о ж а е т с я минимальное п о л о ж и т е л ь н о е число с 
м и н и м а л ь н ы м о т р и ц а т е л ь н ы м и т. д . 

Д л я определения ситуаций достаточно подсчитать 
количество нулевых, п о л о ж и т е л ь н ы х и о т р и ц а т е л ь н ы х 
элементов . 

Если есть нулевые элементы , то в о з м о ж е н только 
в а р и а н т 1). Если количество п о л о ж и т е л ь н ы х элементов 
не равно количеству отрицательных , то в о з м о ж е н только 
в а р и а н т 2). В других с л у ч а я х в о з м о ж н а с и т у а ц и я 2) и 3) . 

Д л я определения з н а к а произведения р а с с м о т р и м 
четыре э л е м е н т а м а с с и в а : м а к с и м а л ь н ы й п о л о ж и т е л ь 
ный (пусть это а), м и н и м а л ь н ы й п о л о ж и т е л ь н ы й (6), 
м и н и м а л ь н ы й о т р и ц а т е л ь н ы й (с), м а к с и м а л ь н ы й отрица 
тельный (d). Понятно , что решением могут быть только 
п а р ы (а, Ь), (с, d) или (а , d), (b, с). Если аф—с, то 
в с л у ч а е а>—с в п а р е с элементом а д о л ж е н б ы т ь 
меньший по модулю из элементов b и d, а если а < — с, 
то — больший по модулю. В случае , если а== —с и Ь = 
= —d, эта четверка не д а е т никакой и н ф о р м а ц и и о зна
ке произведения , поэтому м о ж н о перейти к с л е д у ю щ е й 
четверке чисел и т. д. , пока не будет установлен з н а к 
произведения . Если ж е просмотрены все числа , а з н а к не 
установлен , то он м о ж е т быть к а к плюс, т а к и минус . 

18. Чтобы с у м м а произведений п а р б ы л а м а к с и м а л ь 
на ( м и н и м а л ь н а ) , необходимо упорядочить н а б о р ы Л и В 
о д и н а к о в ы м ( р а з л и ч н ы м ) о б р а з о м , и п а р ы будут состав
л я т ь э ле ме нты , с т о я щ и е на о д и н а к о в ы х п о з и ц и я х в упо
рядоченных наборах . Это следует из того, что если а<Ь 
и c < r f , то ac-\-bd^ad-\-bc. 

19. П р е д п о л о ж и м , что среди пяти чисел нет о д и н а к о 
вых ( случай с о в п а д а ю щ и х чисел р а с с м а т р и в а е т с я а н а л о 
гично. В д а л ь н е й ш е м будем о б о з н а ч а т ь о п е р а ц и ю с р а в -
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нения значком « : » . Н а п р и м е р , 5 : 3 о значает , что мы 
с р а в н и в а е м пятое и третье числа . З а п и с ь 5 < с З означает , 
что пятое число меньше третьего . 

С н а ч а л а в ы п о л н и м о п е р а ц и и 1:2, 3 : 4 . П р и необходи
мости, п е р е н у м е р о в ы в а я числа , получаем , что 1 < 2 , 
3 < 4 . Д а л е е в ы п о л н я е м о п е р а ц и ю 1:3. О п я т ь ж е при 
необходимости, п е р е н у м е р о в ы в а я числа , получаем К З . 
В ы п о л н я е м о п е р а ц и ю 3 : 5 . П р и этом в о з м о ж н ы следую
щие ситуации: 

1) 3 > 5 . П о д в о д я итог четырех п р о д е л а н н ы х опера
ций с р а в н е н и я , имеем: 1 < 2 ; 1 <=С3<4; 5 < 3 . 

1-я операция 2:3 

2 > 3 2 < 3 

6-я операция 2:4 
I 

2 > 4 

5:2 
I 

2 < 4 5 > 2 5 < 2 

7-я операция 1:5 1:5 1 < 2 < 5 < 3 < 4 1:5 

1 > 5 1 < 5 1 > 5 1 > 5 1 < 5 

5 < 1 < 3 < 4 < 2 5 < 1 < 3 < 2 < 4 5 < 1 < 2 < 3 < 4 

1 < 5 < 3 < 4 < 2 1 < 5 < 3 < 4 < 2 1 < 5 < 2 < 3 < 4 

2) 3 < 5 . 
С р а в н и в а е м 4 и 5. 
П у с т ь 4 < 5 . Тогда 1 < 2 ; 1 < 3 < 4 < 5 . 
В ы п о л н я е м 2 : 4 . В з ависимости от р е з у л ь т а т а 
д е л а е м либо 2 : 3 , либо 2 : 5 . О с т а в ш и е с я в а р и а н т ы 
р а с с м а т р и в а е м аналогично . 

20. Б е з потери общности п р е д п о л о ж и м , что элементы 
м а с с и в а А упорядочены в в о з р а с т а ю щ е м п о р я д к е (во 
м н о ж е с т в е нет д у б л и р у ю щ и х с я элементов , поэтому м а с 
сив А упорядочен именно в в о з р а с т а ю щ е м , а не только 
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в н е у б ы в а ю щ е м порядке) . Если это не так , то д о б а в л я е м 
в п р о г р а м м у п о д п р о г р а м м у сортировки . 

Если свойство (*) в ы п о л н я е т с я д л я п о д м н о ж е с т в а В, 
то оно в ы п о л н я е т с я и д л я трех н а и б о л ь ш и х по величине 
элементов В. О б р а т н о , из выполнимости (*) д л я трех 

м а к с и м а л ь н ы х элементов В следует выполнимость (*) 
и д л я В. М ы будем в к л ю ч а т ь в В в порядке их в о з р а с т а 
ния э л е м е н т ы из Л и п р о в е р я т ь д л я трех м а к с и м а л ь н ы х 
выполнение условия (*). 

2 1 . а ) П у с т ь в переменной MaxEndHere х р а н и т с я 
с у м м а элементов м а к с и м а л ь н о г о подвектора , 
з а к а н ч и в а ю щ е г о с я в позиции i—1. Д л я того 
чтобы п е р е м е н н а я MaxEndHere н а ч а л а хра 
нить сумму элементов м а к с и м а л ь н о г о подвек
тора , о к а н ч и в а ю щ е г о с я в позиции i, необходи
мо выполнить с л е д у ю щ у ю о п е р а ц и ю п р и с в а и 
в а н и я : 

MaxEndHere: = m a x (MaxEndHere-}-A [i], A [i]); 

а д л я того чтобы найти м а к с и м а л ь н у ю сумму 
MaxSoFar элементов подвектора , встретивше
гося до позиции i, надо выполнить о п е р а ц и ю : 

MaxSoFar: — N\.ax(MaxSoFar, MaxEndHere). 

П р о г р а м м а : 

M a x S o F a r : = А [1]; 
M a x E n d H e r e : = А [1]; 
for i : = 2 to К do 
b e g i n 

M a x E n d H e r e : = = m a x ( M a x E n d H e r e + A[i], A[ i ] ) ; 
M a x S o F a r : = m a x ( M a x S o F a r , M a x E n d H e r e ) ; 

end ; 

б) Д л я поиска м и н и м а л ь н о й с у м м ы мы м о ж е м 
с н а ч а л а у м н о ж и т ь все э л е м е н т ы м а с с и в а А на 
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— 1, а з а т е м искать , к а к и в пункте а) , макси

м а л ь н у ю сумму . 
в) О п р е д е л и м м а с с и в C[0..k] такой , что С[£] = /4[1] + 

+ ...+АЩ, С[0] = 0. З а м е т и м , что 

S(M, N)=^C[N]-C[M-l]. 

С у м м а S (М, N) элементов вектора А [М]f -\-А [N] 
р а в н а нулю, если С[М— l]—C[N]. Исходя из этого 
с о о б р а ж е н и я , возьмем м а с с и в С, ртсортируем его, з а т е м 
найдем м и н и м а л ь н у ю по модулю р а з н о с т ь двух соседних 
элементов отсортированного м а с с и в а (т . е. найдем д в а 
н а и м е н е е о т л и ч а ю щ и х с я э л е м е н т а м а с с и в а С). Эта р а з 

ность к а к р а з и будет наиболее близким к нулю значени

ем с у м м ы 5 ( М , N). 
г) К а к и в п р е д ы д у щ е м пункте , с ф о р м и р у е м массив 

С, з а т е м его отсортируем. Н а м н а д о найти в этом 
м а с с и в е д в а э л е м е н т а СЩ и С [ / ] , з н а ч е н и е р а з н о 

сти которых наиболее б л и з к о к Р. П у с т ь массив 
С упорядочен по н е у б ы в а н и ю , и i и / — индексы 
текущих п р о с м а т р и в а е м ы х э л е м е н т о в массива С. 

i: = l; j : = l; 
M i n S o F a r : = a b s (С [2] — С [1] — Р ) ; {Текущее значе 

ние м и н и м а л ь н о й разности} 
whi l e ( i < = k ) a n d ( j < = k ) do 
b e g i n 

if i < > j {если это не один и тот ж е элемент м а с 

сива С} 
then M i n S o F a r : = m i n (MinSoFar , a b s ( C [ j ] — C [ i ] — P ) ) ; 
if C [ j ]  C [ i ] > P 
t hen i : = i + l ; {увеличиваем вычитаемое} 
else j : = j  f  l ; {увеличиваем уменьшаемое} 

end; 

22. З а м е т и м , что если мы з н а е м с у м м у S [i] = Я [i]{

+ . . . fX [i4M], то можем в ы ч и с л и т ь S [ i + 1 ] по оче

видной ф о р м у л е 

S [i+ 1] = S [i] + X [i + М+ 1]-Х и, 
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и нет необходимости во в л о ж е н н о м цикле д л я вычисле
ния S [ / + 1 ] . 

2 3 . П у с т ь А — это К первых элементов м а с с и в а X, 
а В — последних N — К. Необходимо из м а с с и в а АВ 
п о л у ч и т ь м а с с и в ВА. П у с т ь е с т ь п о д п р о г р а м м а 
REVERSE (i, j), к о т о р а я реверсирует (меняет порядок 
э л е м е н т о в на о б р а т н ы й ) ч а с т ь м а с с и в а X с и н д е к с а м и от 
i до / . Н а ч а в с м а с с и в а АВ, р е в е р с и р у е м ч а с т ь А, полу
ч а е м (Аг) В; р е в е р с и р у е м В, получаем (А')(ВГ); реверси
руем весь массив , п о л у ч а е м ((Ar)(Br))r — BA. 

П р о д е м о н с т р и р у е м описанный алгоритм на п р и м е р е . 
П у с т ь X есть последовательность 1, 2, 3, 4, 5, /С==3: 

R E V E R S E ( 1 , К ) ; 
R E V E R S E ( K - f 1, N) ; 
R E V E R S E (1 , К) ; 

(3 , 2, 1, 4, 5} 
{3, 2, 1, 5, 4} 
{4, 5, 1, 2, 3} 



Глава 3 . АЛГОРИТМЫ Ц Е Л О Ч И С Л Е Н Н О Й 
А Р И Ф М Е Т И К И 

§ 1. П О И С К Д Е Л И Т Е Л Е Й Ч И С Л А . 
П Р О С Т Ы Е Ч И С Л А 

Н а т у р а л ь н о е число Ъ н а з ы в а ю т делителем н а т у р а л ь 
ного числа а, если а п р е д с т а в и м о в виде произведения 

a —be, (1) 

где с — н а т у р а л ь н о е число. В этом с л у ч а е говорят , что 
число а д е л и т с я без о с т а т к а на число Ь, или, короче, 
число а д е л и т с я на число Ь. И з ф о р м у л ы (1) следует , что 
число а д е л и т с я т а к ж е на число с, т. е. с — д е л и т е л ь 
числа а. Н а п р и м е р , 1 5 = 3 • 5, 3 и 5 — д е л и т е л и числа 15. 

Ч и с л о 1 я в л я е т с я д е л и т е л е м любого н а т у р а л ь н о г о 
числа , поскольку любое н а т у р а л ь н о е число делится на 
1 ( а : 1 = а ) . 

Ч и с л о , д е л я щ е е с я на 2, н а з ы в а ю т четным; число, не 
д е л я щ е е с я на 2, н а з ы в а ю т нечетным. 

Кратным числа b н а з ы в а ю т число а, которое делится 
на Ь. М н о ж е с т в о чисел, к р а т н ы х д а н н о м у числу Ь, беско
нечно. 

В п р о г р а м м и р о в а н и и д л я определения того, я в л я е т с я 
ли число b д е л и т е л е м числа а или нет, пользуются 
с л е д у ю щ и м свойством: если число а д е л и т с я на число Ь, 
то остаток от д е л е н и я равен 0. 

если mod (а , Ь) = 0 
то 

Р : = « Д е л и т с я » (3.1) 
иначе 
| Р : = «Не д е л и т с я » 
все 

Н а т у р а л ь н о е число а, не р а в н о е 1, н а з ы в а е т с я про
стым, если оно д е л и т с я только на себя и на 1, т. е. имеет 
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только д в а д е л и т е л я . Н а т у р а л ь н о е число, отличное от 
1 и не я в л я ю щ е е с я простым, н а з ы в а е т с я составным. 
Д р у г и м и с л о в а м и , н а т у р а л ь н о е число н а з ы в а е т с я состав
ным, если оно имеет более двух делителей . Ч и с л о 1 не 
относится ни к простым, ни к составным ч и с л а м , по
скольку имеет л и ш ь один д е л и т е л ь . Н а и м е н ь ш и м про
стым числом я в л я е т с я число 2. Это единственное четное 
простое число. О с т а л ь н ы е простые числа я в л я ю т с я не
четными. 

Д л я того чтобы найти делители числа а > 1 , мы 
д о л ж н ы п о п ы т а т ь с я д е л и т ь д а н н о е число на все отлич
ные от 1 числа , меньшие а. Если а не р а з д е л и л о с ь ни на 
одно из них, следовательно , оно я в л я е т с я п р о с т ы м . 

М а с с и в В будем использовать д л я х р а н е н и я делите 
лей числа а, переменную Р — д л я определения того, 
простое число или составное , переменную k — д л я обо
з н а ч е н и я номера текущего д е л и т е л я числа а. 

Р : = « п р о с т о е » 
В [ 1 ] : = 1 
В [2] : = а 
к : = 2 
нц д л я i от 2 до а — 1 (3.2) 

если mod (a , i) = 0 
то 
к : = к + 1 
B [ k ] : = i 
Р ; . = «составное» 

все 
к ц 

После выполнения а л г о р и т м а первые k элементов 
м а с с и в а В будут с о д е р ж а т ь все делит ел и числа а. 

В приведенном а л г о р и т м е мы д е л и л и число а на все 
отличные от 1 числа , меньшие а. Н а самом д е л е д е л и т е л ь 
не м о ж е т п р е в ы ш а т ь а / 2 (почему?) . Учет этого оче
видного ф а к т а приводит к увеличению скорости работы 
п р о г р а м м ы в д в а р а з а . 
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Алгоритм (3.2), кроме н а х о ж д е н и я д е л и т е л е й числа а, 
определяет , я в л я е т с я ли число а простым или составным. 
Если т р е б у е т с я только определить , простое число или 
составное , то д а н н ы й алгоритм м о ж н о улучшить . В са 
мом деле , цикл д л я i от 2 до а—1 в ы п о л н я е т с я а — 2 
р а з а . О д н а к о д л я проверки простоты числа а доста
точно выполнить д а н н ы й цикл [\[а] р а з ([\[а]— ц е л а я 
часть от корня к в а д р а т н о г о из а). Это в ы т е к а е т из следу
ющих с о о б р а ж е н и й . Если а — число составное , его м о ж 
но п р е д с т а в и т ь в виде а = Ь-с, где b^\ja, с~^л[а. Если 
а д е л и т с я на Ь, то оно будет д е л и т ь с я и на с. Если а не 
д е л и т с я ни на одно число, меньшее или равное л[а, то 
оно не будет д е л и т ь с я ни на к а к о е другое число. 

З а п и ш е м а л г о р и т м проверки , я в л я е т с я ли число 
а простым: 

Р : = « п р о с т о е » 
нц д л я i от 2 до i n t ( s q r t ( а ) ) + 1 (3.3) 

если (mod (a , i) = 0) и ( i < a ) 
то 
Р ; = «составное» 

все 
кц 

В цикле Д Л Я к величине int (sqrt (а)) д о б а в л е н а 1, 
т а к к а к значение sqrt (а) я в л я е т с я в е щ е с т в е н н ы м и мо
ж е т вычисляться с погрешностью. 

Идеей уменьшения количества выполнений цикла 
м о ж н о воспользоваться и д л я н а х о ж д е н и я делителей 
числа а. П о п ы т а й т е с ь с д е л а т ь это самостоятельно . 

Алгоритм о п р е д е л е н и я простого числа м о ж н о еще 
улучшить , если о с т а н а в л и в а т ь с я с р а з у после того, когда 
установили , что число не я в л я е т с я простым (т. е. если 
а р а з д е л и л о с ь на какое -либо число) . 

Р : = «простое» 
i : = 2 
нц пока ( i < = int ( s q r t ( а ) ) + 1) и (mod (a , i ) < > 0 ) 
I i : = i + l (3 .4) 
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. кц 
если (mod (a , i) = 0) и ( i < a ) 

то 
Р : = «составное» 

все 
* М н о ж е с т в о простых чисел я в л я е т с я бесконечным. 

Очевидно , что множество простых чисел, не превосходя
щих некоторого числа JV, будет конечным. В о з н и к а е т 
вопрос — к а к ж е найти эти простые числа? 

М о ж н о , конечно ж е , просмотреть первые N н а т у р а л ь 
ных чисел и д л я к а ж д о г о п р о в е р я т ь , я в л я е т с я ли оно 
п р о с т ы м . О д н а к о д а н н ы й метод, хоть и прост с первого 
в з г л я д а , не я в л я е т с я э ф ф е к т и в н ы м , т а к к а к п р о г р а м м а 
будет р а б о т а т ь очень медленно д а ж е д л я небольших N. 
( М о ж е т е проверить! ) 

Л у ч ш е всего д е л а т ь это методом, который п р е д л о ж и л 
Э р а т о с ф е н Киренский (ок. 276—194 гг. до н. э.), друг 
А р х и м е д а . Н а з ы в а е т с я метод — решето Э р а т о с ф е н а . 

Суть метода с л е д у ю щ а я : в ы п и ш е м п о д р я д все числа 
от 1 до N. П е р в ы м стоит число 1. О н о не я в л я е т с я про
с т ы м . В ы ч е р к н е м это число. С л е д у ю щ е е число 2. Это 
простое число. О с т а в л я е м его и в ы ч е р к и в а е м все числа , 
к р а т н ы е 2. Д л я этого достаточно в ы ч е р к н у т ь к а ж д о е вто
рое число, н а ч и н а я счет с 3 . П е р в ы м н е в ы ч е р к н у т ы м чис
л о м будет 3 . Это простое число. О с т а в л я е м его и вычер
к и в а е м все числа , к р а т н ы е 3, т. е. к а ж д о е т р е т ь е число, 
н а ч и н а я счет с 4. ( П р и счете необходимо у ч и т ы в а т ь и ра
нее в ы ч е р к н у т ы е числа , поэтому некоторые числа вычер
к и в а ю т с я второй р а з : т а к и м и ч и с л а м и будут 6, 12, 18... .) 
П о с л е этой о п е р а ц и и п е р в ы м н е в ы ч е р к н у т ы м , а з н а ч и т 
простым, будет число 5. О с т а в л я е м это число и в ы ч е р к и 
в а е м все числа , к р а т н ы е 5, т. е. к а ж д о е пятое число, 
н а ч и н а я счет с 6. З а т е м переходим к с л е д у ю щ е м у невы-
черкнутому числу 7 и т а к д а л е е . Т а к и м способом мы 
в ы ч е р к и в а е м все с о с т а в н ы е числа , останутся л и ш ь про
стые . В т а б л и ц е приведены р е з у л ь т а т ы у к а з а н н ы х дей
ствий д л я N==50; в ы ч е р к н у т ы е числа подчеркнуты. 
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1 2 

со 4 5 6 7 8 9 10 

11 12 13 14 15 J_6 17 18 19 20 

2Л 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 45 4 6 47 48 49 50 

М е т о д Э р а т о с ф е н а получил н а з в а н и е р еш ета по сле
д у ю щ и м причинам . Д р е в н и е греки р а б о ч и е записи вели 
заостренной палочкой на восковых дощечках . Такой па
лочкой Э р а т о с ф е н п р о к а л ы в а л те места , где были напи
с а н ы составные числа . П о с л е этого д о щ е ч к а с т а н о в и л а с ь 
похожей на решето . П р и м е н я я метод Э р а т о с ф е н а , к а к бы 
отсеивают, п р о п у с к а ю т через решето все составные чис
ла и о с т а в л я ю т только простые . 

Д л я х р а н е н и я чисел с о з д а д и м м а с с и в В[1..п]. Вна
ч а л е занесем в него число 2 и все нечетные числа , 
т а к к а к все четные, кроме числа 2, я в л я ю т с я составны
ми. З а т е м будем з а м е н я т ь н у л я м и все числа , к р а т н ы е 
3. П о с л е этого найдем первое ненулевое число после 
числа 3 и будем з а м е н я т ь н у л я м и все числа , к р а т н ы е 
ему. Т а к п р о д о л ж а е м до тех пор, пока не просмотрим 
весь массив . 

N : = d i v ( ( N + l ) , 2) 
В [ 1 ] : = = 2 
нц д л я i от 2 до N п е р в о н а ч а л ь н о е за -

:полнени„е массива | B [ i ] : = = 2 * i — 1 
к ц 

:индекс первого 
: обнуляемого 

В П ] : = 0 
i : = i + B [ j ] 

: о б н у л е н и е чисел , 
: к р а т н ы х текущему 

к ц 
j : = j + l (3.5) 
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нц пока ( j < = N ) и ( B [ j ] = 0) :поиск очередного 
| j г = j —|— 1 : ненулевого числа 
кц 

кц 

Этот алгоритм р а б о т а е т достаточно быстро . Д л я N = 
= 10 000 р е з у л ь т а т получается через 3 с е к у н д ы ( д л я 
IBM PS/2 — 286). О д н а к о у него есть один недостаток : 
д л я х р а н е н и я всех чисел т р е б у е т с я массив с л и ш к о м 
большой р а з м е р н о с т и (5000 элементов д л я / V = 10 000). 
Поэтому м о ж н о воспользоваться другим а л г о р и т м о м , 
который р а б о т а е т медленнее , о д н а к о не требует сохране
ния в массиве всех нечетных чисел. 

В м а с с и в е будем х р а н и т ь только простые числа . 
В н а ч а л е в массив поместим число 2. Р а с с м а т р и в а я 
очередное нечетное число X, будем д е л и т ь его на п р е д ш е 
с т в у ю щ и е ему простые числа . И если ни на одно из 
п р е д ш е с т в у ю щ и х простых чисел т е к у щ е е не д е л и т с я , то 
оно с а м о я в л я е т с я простым. П р о в е р к у на д е л и м о с т ь 
числа н у ж н о з а к а н ч и в а т ь после того, к а к проверена 
д е л и м о с т ь на простое число, не превосходящее [sqrt (X)]. 

В [ 1 ] : = 2 
j : = 2 
i : = 3 
нц пока К = N 

к : = 1 
d : = i n t ( s q r t ( i ) ) + l 
нц пока ( B [ k ] < = d ) и (mod (i, В [ k ] ) < > 0 ) и ( k < j ) 
| k : = k + l 
к ц (3.6) 
если В [ k ] > d 

то 
B [ j ] : = i 

] : = j + l. 
все 
i : = i + 2 

к ц 
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Д а н н ы й алгоритм на компьютере с 286-м процессо
ром при N = = 1 0 000 в ы д а е т р е з у л ь т а т через 12 секунд. 
С л е д у е т о б р а т и т ь в н и м а н и е и на необходимость введе
ния переменной d . В ы р а ж е н и е , значение которого при
с в а и в а е т с я переменной d , м о ж н о в ы ч и с л я т ь непосредст
венно в условии ц и к л а , о д н а к о это удлинит работу 
п р о г р а м м ы до 100 секунд. ( П р о в е р ь т е и подумайте , 
почему т а к происходит. )* 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Как о п р е д е л и т ь , д е л и т с я ли д а н н о е число а на число 6? 
2 . Как найти в с е д е л и т е л и числа? 
3 . Как о п р е д е л и т ь , я в л я е т с я ли число п р о с т ы м ? 
4. Как получить в с е п р о с т ы е числа, не п р е в о с х о д я щ и е д а н н о г о 

числа N1 

§ 2. Р А З Л О Ж Е Н И Е Ч И С Л А НА П Р О С Т Ы Е 
М Н О Ж И Т Е Л И 

Всякое число м о ж н о п р е д с т а в и т ь в виде произведе
ния простых м н о ж и т е л е й , причем т а к о е п р е д с т а в л е н и е 
я в л я е т с я единственным с точностью до п о р я д к а сомно
ж и т е л е й . Этот ф а к т , н а з ы в а е м ы й основной теоремой 
а р и ф м е т и к и , известен из к у р с а м а т е м а т и к и 6-го к л а с с а . 
Н а п о м н и м а л г о р и т м р а з л о ж е н и я числа на простые мно
ж и т е л и . 

Пусть число о р а з л о ж е н о в произведение р\Р2---Рь 
т. е. 

a = PiP2---Pk- ... (2) 

Н а х о д и т ь Pi будем по с л е д у ю щ е м у алгоритму : р а з д е 
л и м число а на н а и м е н ь ш е е простое число 2, если оста
ток от д е л е н и я равен 0, то р\ — 2 и число а у м е н ь ш а е м 
в 2 р а з а , т. е. а: = a div 2. З а т е м опять д е л и м а на 2, если 
р а з д е л и л о с ь , то р2 = 2 и а опять у м е н ь ш а е м в д в а р а з а . 
Т а к п р о д о л ж а е м до тех пор, пока а д е л и т с я на 2. Если 
число а не р а з д е л и л о с ь на 2, то п ы т а е м с я д е л и т ь а на 
с л е д у ю щ е е простое число 3. Если р а з д е л и л о с ь , то нахо-
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дим очередное pt и у м е н ь ш а е м а в 3 р а з а . П р о д о л ж а е м 
т а к до тех пор, пока число делится на 3 . З а т е м п ы т а е м с я 
д е л и т ь на 5, 7, 11, ... . З а к о н ч и м тогда , когда а = \. 

В качестве п р и м е р а р а с с м о т р и м р а з л о ж е н и е на про
стые м н о ж и т е л и числа 2520. З а п и с ь будем производить 
по знакомой схеме: 

2520 = 2 - 2 - 2 - 3 - 3 - 5 - 7 
2520 2 
1260 2 

630 2 
315 3 
105 3 
35 5 

7 7 
1 

Д л я р е а л и з а ц и и данного а л г о р и т м а можно в н а ч а л е 
с г е н е р и р о в а т ь все простые числа , не большие данного 
числа а, и з а т е м делить а поочередно на них. О д н а к о на 
п р а к т и к е это з а н и м а е т достаточно времени , кроме того, 
понадобится дополнительный м а с с и в д л я х р а н е н и я про
стых чисел . 

Н е с к о л ь к о изменим описанный алгоритм . Д а н н о е 
число будем д е л и т ь на 2, а з а т е м только на нечетные 
числа . Если какое-то нечетное число X я в л я е т с я состав
ным, то число а на него не р а з д е л и т с я ( т а к к а к число 
а у ж е р а з д е л и л о с ь на простые числа , произведение кото
рых р а в н о X, и они меньше X). П р о с т ы е м н о ж и т е л и 
будем х р а н и т ь в массиве В, k — номер текущего просто
го м н о ж и т е л я , d — число, на которое д е л и м . 

к : = 0 
d : = 2 
нц пока а > 1 

если mod (a , d ) = 0 
то 
k : = k + l (3.7) 
B [ k ] : = d 
а : ==div (a , d ) 
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иначе 
если d = 2 

то 
d : = = d + l 
иначе 
d : = d + 2 

все 
все 

кц 

После выполнения данного а л г о р и т м а первые k эле
ментов м а с с и в а В будут с о д е р ж а т ь простые числа , про
изведение которых равно а. 

В р а з л о ж е н и и числа на простые м н о ж и т е л и могут 
б ы т ь р а в н ы е числа . О б ъ е д и н я я р а в н ы е множители , из 
ф о р м у л ы (2) получим ф о р м у л у вида 

а = ра\рА2-рат, (3) 

где ри р2, рт — р а з л и ч н ы е простые числа , а,, 
а 2 , ат — некоторые н а т у р а л ь н ы е числа . К а ж д о е из at 

п о к а з ы в а е т , сколько р а з входит м н о ж и т е л ь pt в р а з л о ж е 
ние числа а. П р о и з в е д е н и е в правой части равенства 
(3) н а з ы в а ю т каноническим разложением н а т у р а л ь н о г о 
числа а. 

Т а к , число 2520 из н а ш е г о п р и м е р а будет з а п и с а н о 
с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 2520 = 2 3 - 3 2 - 5 - 7. 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Всякое ли число при р а з л о ж е н и и на п р о с т ы е м н о ж и т е л и 
и м е е т б о л ь ш е о д н о г о м н о ж и т е л я ? 

2 . Как р а з л о ж и т ь число на п р о с т ы е м н о ж и т е л и ? 
3 . П о ч е м у не п р и м е н я ю т в и н ф о р м а т и к е а л г о р и т м р а з 

л о ж е н и я на п р о с т ы е м н о ж и т е л и , известный из курса 
м а т е м а т и к и ? 

4. Что т а к о е к а н о н и ч е с к о е р а з л о ж е н и е ? 
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§ 3. ПОИСК Н А И Б О Л Ь Ш Е Г О О Б Щ Е Г О 
Д Е Л И Т Е Л Я ( Н О Д ) И Н А И М Е Н Ь Ш Е Г О 

ОБЩЕГО КРАТНОГО ( Н О К ) 

Если а и Ь — д в а н а т у р а л ь н ы х числа и если число 
с т аково , что а д е л и т с я на с и Ь д е л и т с я на с, то число 
с н а з ы в а ю т общим делителем чисел а и Ъ. П р о и з в о л ь н ы е 
д в а числа всегда о б л а д а ю т общим делителем. Т а к и м 
делит е ле м я в л я е т с я число 1. Если других общих д е л и т е 
л е й нет, то числа а и Ь н а з ы в а ю т взаимно простыми. 

3.1. Поиск Н О Д 

Ч и с л о d н а з ы в а ю т наибольшим общим делителем 
( Н О Д ) чисел а и Ь, если d я в л я е т с я общим д е л и т е л е м 
чисел а и b; d д е л и т с я на любой другой общий д е л и т е л ь . 
Д р у г и м и с л о в а м и , d — н а и б о л ь ш и й из всех общих дели
телей чисел а и Ъ. 

В курсе м а т е м а т и к и п р и в о д и л с я с л е д у ю щ и й алго
р и т м н а х о ж д е н и я Н О Д . Необходимо р а з л о ж и т ь числа 
а и 6 на простые м н о ж и т е л и и з а т е м в ы б р а т ь те из них, 
которые входят и в одно и в д р у г о е р а з л о ж е н и е . Р а с 
смотрим п р и м е р : Н О Д (2520, 2475). 

2520 2 2475 3 
1260 2 825 3 
630 2 275 5 
315 3 55 5 
105 3 11 11 
35 5 1 

7 7 
1 

О б щ и е м н о ж и т е л и подчеркнуты. Н О Д (2520, 2 4 7 5 ) = 
= 3 . 3 - 5 = 45 . 

Д а н н ы й алгоритм на п р а к т и к е обычно не п р и м е н я 
ется , т а к к а к р а з л о ж е н и е числа на простые м н о ж и т е л и 
у ж е я в л я е т с я достаточно трудоемкой з а д а ч е й , а ведь еще 
потребуется найти среди них о д и н а к о в ы е . П о э т о м у очень 
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часто д л я н а х о ж д е н и я Н О Д п р и м е н я ю т метод, который 
н а з ы в а е т с я алгоритмом Евклида. 

Это один из с а м ы х древних и п о п у л я р н ы х а л г о р и т 
мов . Он описан еще в « Н а ч а л а х » Е в к л и д а . 

П р е ж д е чем о п и с а т ь с а м алгоритм , у к а ж е м несколь 
ко свойств Н О Д , на которые о п и р а е т с я а л г о р и т м Е в к 
л и д а . 

П у с т ь а и Ь — отличные от нуля н а т у р а л ь н ы е ч и с л а , 
причем а>Ь, тогда : 

1) Н О Д (a, b)=nOJX{a~b, Ь); 
2) Н О Д (а , а ) = а ; 
3) Н О Д (а, 0) = а. 

Свойства 2) и 3) я в л я ю т с я очевидными. 
П р и м е ч а н и е . Докажем свойство 1). 

Свойство будет доказано, если мы установим, что множество общих 
делителей чисел а и Ъ совпадает с множеством общих делителей чисел 
а—Ь и Ь, т. е. всякий общий делитель X чисел а и b является делителем 
чисел а — Ь и Ь, и наоборот. Если X— делитель а и 6, то a — kX и Ь = 1Х 
для некоторых k и /. Тогда a — b = (k — I) X, т. е. X является общим 
делителем чисел а — Ь и Ь. Наоборот, пусть a — b = mX и Ь — пХ для 
некоторых тип. Складывая, получаем a = ( n + /n) X. Таким образом, 
X является общим делителем о и Ь. 

П е р е ч и с л е н н ы е р а в е н с т в а п о д с к а з ы в а ю т идею алго 
р и т м а н а х о ж д е н и я Н О Д : н у ж н о от большего о т н и м а т ь 
меньшее , до тех пор , пока числа не с т а н у т р а в н ы м и 
(свойство 1)), после чего Н О Д н а й д е т с я по свойству 2). 

П р и м е р : Н а й т и Н О Д ( 5 3 0 , 155), а ==530, 6 = 155. 
а Ь 
530 155 
375 155 
220 155 

65 155 
65 90 
65 25 
40 25 
15 25 
15 10 
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5 10 
5 5 

А л г о р и т м будет с л е д у ю щ и м : 

нц пока а < > Ь 
если а > Ь 

то 
а : = а — b 
иначе 

(3.8) 

b : = b - a 
все 

кц 
N O D : = а 

Если п р о а н а л и з и р о в а т ь работу данного а л г о р и т м а , то 
м о ж н о з а м е т и т ь , что одно и то ж е число н у ж н о о т н и м а т ь 
несколько р а з . Этого м о ж н о и з б е ж а т ь , если вместо не
скольких вычитаний находить о с т а т о к от д е л е н и я боль
шего числа на меньшее ( п о д у м а й т е почему) . В этом 
с л у ч а е свойство 1) м о ж н о з а п и с а т ь в виде: Н О Д (а , Ь) = 
= Н О Д (а mod b, b). Д л я окончания р а б о т ы а л г о р и т м а 
н у ж н о воспользоваться свойством 3). 

П р и м е р : Н а й т и Н О Д ( 5 3 0 , 155), а = 530, 6 = 1 5 5 . 

Алгоритм будет в ы г л я д е т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

нц пока ( а < > 0 ) и ( Ь < > 0 ) 
если а > Ь 

то 
а : = mod (а , Ь) 
иначе 
b : = mod ( b , а ) 

все (3.9) 

530 
65 
6 5 
15 
15 
5 
5 

а Ь 
155 
155 
25 
25 
10 
10 
0 

кц 
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если а = 0 
то 
N O D : = b 
иначе 
N O D : = a 

все 

Последний о п е р а т о р Е С Л И можно з а м е н и т ь операто 
ром N O D : = a-(-b. П о д у м а й т е почему. 

3.2. Поиск Н О К 

Если а и Ъ — д в а н а т у р а л ь н ы х числа и если число 
с т аково , что с д е л и т с я на а и с д е л и т с я на ft, то число 
с н а з ы в а ю т общим кратным чисел а и Ь. П р о и з в о л ь н ы е 
д в а числа всегда о б л а д а ю т общим к р а т н ы м . Т а к и м 
к р а т н ы м я в л я е т с я число, р а в н о е произведению ab. 

Ч и с л о d н а з ы в а ю т наименьшим общим кратным 
( Н О К ) чисел а и Ь, если d я в л я е т с я о б щ и м к р а т н ы м 
чисел а и Ь; на d д е л и т с я л ю б о е другое общее кратное . 
Д р у г и м и с л о в а м и , d — н а и м е н ь ш е е из всех общих крат 
ных чисел а и Ь. 

Д л я н а х о ж д е н и я Н О К м о ж н о воспользоваться алго 
ритмом, известным из курса м а т е м а т и к и . Н у ж н о р а з 
л о ж и т ь числа а и b на простые м н о ж и т е л и , а з а т е м из 
двух р а з л о ж е н и й в ы б р а т ь те с о м н о ж и т е л и , которые вхо
д я т хотя бы в одно р а з л о ж е н и е . 

П р и м е р : Н О К (52, 65). 

52 2 65 5 
26 2 13 13 
13 13 1 

1 
52 = 2 - 2 . 1 3 ; 65 = 5 - 1 3 ; Н О К ( 5 2 , 65) = 2 - 2 - 1 3 - 5 = 260. 

О д н а к о пользоваться этим а л г о р и т м о м на п р а к т и к е 
не следует (причины описаны выше) . Д л я н а х о ж д е н и я 
Н О К м о ж н о воспользоваться с л е д у ю щ и м свойством: 
Н О К (а , 6) = а - 6 / Н О Д (а , Ь) ( д о к а ж и т е самостоятельно) . 

Д л я н а х о ж д е н и я Н О Д следует воспользоваться алго
ритмом Е в к л и д а . 
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ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

1. ЧТО ТАКОЕ Н О Д ? 
2. КАКИЕ СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ Н О Д ВАМ ИЗВЕСТНЫ? 
3 . ЧТО ТАКОЕ Н О К ? 
4. КАК НАЙТИ Н О К ТРЕХ ЧИСЕЛ? 

§ 4. П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е ЧИСЕЛ. 

В Ы Д Е Л Е Н И Е Ц И Ф Р Ч И С Л А 

В десятичной системе счисления , к а к и в любой 
другой позиционной системе счисления , н а т у р а л ь н о е чис
л о м о ж е т б ы т ь з а п и с а н о в виде с у м м ы р а з р я д н ы х с л а г а 
емых, т. е. в виде с у м м ы единиц, десятков , сотен, т ы с я ч 
и т. д. Так , н а п р и м е р , число 6487 с о д е р ж и т 7 единиц, 
8 десятков , 4 сотни и 6 тысяч и м о ж е т быть з а п и с а н о 
в виде в ы р а ж е н и я : 

6487 = 6-1000 + 4-100 + 8-10 + 7. 

Ц и ф р ы 6, 4, 8, 7 я в л я ю т с я ц и ф р а м и числа 6487, 
а 1000, 100, 10 — р а з р я д н ы е единицы. К а ж д а я р а з 
р я д н а я единица я в л я е т с я степенью числа 10, поэтому 
п р е д с т а в л е н и е числа в виде суммы р а з р я д н ы х с л а г а е 
мых ч а щ е з а п и с ы в а ю т т а к : 

6487 = 6-10 3 + 4-10 2 + 8-10' + 7-10°. 

Вид числа в левой части р а в е н с т в а будем н а з ы в а т ь 
обычным п р е д с т а в л е н и е м числа в десятичной форме . 
П р и н а п и с а н и и п р о г р а м м т а к и е числа х р а н я т с я в стан
д а р т н ы х числовых типах , н а п р и м е р : Ц Е Л , ВЕЩ. П р и 
р а б о т е с ч и с л а м и в обычном п р е д с т а в л е н и и мы не имеем 
в о з м о ж н о с т и непосредственно о б р а щ а т ь с я к ц и ф р а м 
этого числа , о д н а к о иногда это б ы в а е т необходимо. Н а 
п р и м е р , если требуется вычислить значение в ы р а ж е н и я , 
которое не п о м е щ а е т с я в с т а н д а р т н о м числовом типе 
(100!), то число п р е д с т а в л я ю т в виде м а с с и в а цифр . 
Т а к о е п р е д с т а в л е н и е будем н а з ы в а т ь табличным пред
с т а в л е н и е м числа . 
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Р а з м е щ е н и е ц и ф р числа в м а с с и в е в о з м о ж н о двумя 
способами . С в я з а н о это с тем, что р а з р я д ы чисел нуме
руются с п р а в а налево , а число читается с л е в а н а п р а в о , 
поэтому ц и ф р ы числа м о ж н о р а с п о л а г а т ь в массиве , 
н а ч и н а я с первой ( с т а р ш и й р а з р я д ) , а м о ж н о — н а ч и н а я 
с последней ( м л а д ш и й р а з р я д ) . П о р я д о к , при котором 
ц и ф р а с т а р ш е г о р а з р я д а я в л я е т с я п е р в ы м элементом 
м а с с и в а , назовем прямым. Обратным на зовем порядок , 
при котором первый э л е м е н т в м а с с и в е я в л я е т с я цифрой 
м л а д ш е г о р а з р я д а . 

М о ж н о з а д а в а т ь число и к а к л и т е р н у ю величину, 
тогда мы получим доступ к к а ж д о й отдельной цифре , 
о д н а к о с ними, без п р е о б р а з о в а н и я в числовой тип, нель
з я в ы п о л н я т ь а р и ф м е т и ч е с к и е о п е р а ц и и . 

Р а с с м о т р и м способы п р е о б р а з о в а н и я обычного пред
с т а в л е н и я числа в т а б л и ч н о е и наоборот . 

4.1. Преобразование числа 
из обычного представления в табличное 

П у с т ь з а д а н о число в обычном п р е д с т а в л е н и и , не
обходимо получить т а б л и ч н о е п р е д с т а в л е н и е данного 
ч и с л а . 

К а к видно из п р е д с т а в л е н и я числа в виде суммы 
р а з р я д н ы х с л а г а е м ы х , к а ж д о е с л а г а е м о е , кроме послед
него, р а з д е л и т с я на 10 без о с т а т к а . Поэтому остаток от 
д е л е н и я числа на 10 будет р а в е н последней ц и ф р е числа . 
Эту ц и ф р у мы п о м е щ а е м в м а с с и в . Если м ы р а з м е щ а е м 
в м а с с и в е ц и ф р ы числа , н а ч и н а я с последней , то перво
му э л е м е н т у м а с с и в а п р и с в а и в а е т с я з н а ч е н и е получен
ной ц и ф р ы . Если р а з м е щ а е м ц и ф р ы , н а ч и н а я с первой, 
то полученную ц и ф р у п о м е щ а е м в э л е м е н т м а с с и в а с ин
дексом, р а в н ы м количеству ц и ф р в числе (количество 
ц и ф р необходимо подсчитать до того, к а к начнем полу
ч а т ь с а м и ц и ф р ы ) . Д а л е е находим ц е л у ю ч а с т ь от д е л е 
ния исходного числа на 10 (или , говоря д р у г и м и с л о в а м и , 
о т б р а с ы в а е м последнюю ц и ф р у ч и с л а ) и снова на -
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ходим остаток от деления д а н н о г о числа на 10, это 
и будет с л е д у ю щ а я ц и ф р а . Т а к п р о д о л ж а е м до тех пор, 
пока в числе не останется ни одной ц и ф р ы . 

Д а н н ы й а л г о р и т м р а з м е щ а е т ц и ф р ы числа в м а с с и в 
в о б р а т н о м порядке . Д л я х р а н е н и я ц и ф р числа N будем 
и с п о л ь з о в а т ь массив В, k — номер т е к у щ е й ц и ф р ы в 
м а с с и в е В. 

к : = 0 
н ц пока N > = 1 

k : = k + l 
В [ k ] : = m o d ( N , 10) (3.10) 
N : = d i v ( N , 10) 

кц 

П е р в ы е k элементов м а с с и в а В с о д е р ж а т ц и ф р ы 
числа N, з а п и с а н н ы е в о б р а т н о м п о р я д к е . 

И з м е н и м а л г о р и т м д л я получения ц и ф р числа в п р я 
мом п о р я д к е . 

к : = 0 
L : = N 
нц пока L > = 1 

L : = d i v ( L , 10) 
k : = k + l 

к ц 
m : = k (3.11) 
нц пока N > = 1 

B [ k ] : = m o d ( N , 10) 
N : = d i v ( N , 10) 
k : = k — 1 

к ц 

П е р в ы й цикл П О К А считает количество ц и ф р в 
числе, второй:— получает ц и ф р ы числа . П е р е м е н н а я 
L с л у ж и т д л я того, чтобы сохранить значение исходно
го числа , т а к к а к внутри ц и к л а п е р е м е н н а я изменяет 
свое значение . Если бы в первом цикле и с п о л ь з о в а л а с ь 
п е р е м е н н а я N, то после в ы п о л н е н и я ц и к л а ее значение 
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р а в н я л о с ь бы 0 (почему?) и второй цикл не в ы п о л н и л с я 
бы ни р а з у . В переменной т с о х р а н я е т с я количе
ство ц и ф р числа , что, вообще говоря , не всегда необ
ходимо. 

4 .2. П р е о б р а з о в а н и е т а б л и ч н о г о 
п р е д с т а в л е н и я числа в обычное 

Р е ш и м о б р а т н у ю з а д а ч у , т. е. получим обычное пред
с т а в л е н и е числа из табличного . 

П у с т ь некоторое число с з а д а н о своими ц и ф р а м и : 

а = аха2а3... ап. 

Ч е р т а сверху обозначает , что аи а2, а3, ап — 
ц и ф р ы числа a (at — ц и ф р а с т а р ш е г о р а з р я д а ) . З а 
пишем это число в виде с у м м ы р а з р я д н ы х с л а г а 
емых: 

а = а г 1 0 я - 1 + А 2 - 1 0 " - 2
 + А 3 . 1 0 п ' 3 - \ - . . . + А „ _ , • 10 +ал. (4) 

Д л я того чтобы получить значение числа а, необходи
мо вычислить з н а ч е н и е в ы р а ж е н и я , стоящего в п р а в о й 
части р а в е н с т в а (4). Д л я этого п р о д е л а е м с л е д у ю щ и е 
п р е о б р а з о в а н и я : вынесем 10 за скобки из тех с л а г а е м ы х , 
д л я которых это возможно . 

а = а г 1 0 а - , + а2-10а-2 + аа-10а-3 + ...+аа_г10 + а п = 

= 1 0 ( О 1 . 1 0 " - 2
 + А 2 - 1 0 " - 3

 + А 3 - 1 0 " - 4
 + . . . + А » - 1 ) + О » . 

З а т е м с в ы р а ж е н и е м в с к о б к а х п р о д е л а е м то ж е 
самое , т. е. вынесем 10 за скобки из тех с л а г а е м ы х , д л я 
которых это возможно . П р о д о л ж и м д е й с т в о в а т ь т а к и м 
о б р а з о м до тех пор, пока это будет в о з м о ж н о : 

а = аг10я~1 + а2-10я-2 + а3-10а-3 + . . . + а я _ г \ 0 + ая = 
= = 1 0 ( A 1 . 1 0 n - 2

 + A 2 . 1 0 f ! - 3
 + A 3 - 1 0 ' ' - 4

 + . . . + A „ _ 1 ) + A N = 

= = = 1 0 ( 1 0 ( А 1 - 1 0 ' г - 3
 + А 2 - 1 0 й - 4

 + А З . 1 0 ' ! - 5
 + . . . ) + А „ _ 1 ) + А Я = = 

= 1 0 ( 1 0 - . . . (lQ(arW + ai) + a3) + ...+an_l) + an. 
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Теперь д л я вычисления значения числа а достаточно: 
1) первую цифру числа у м н о ж и т ь на 10 и к произве

дению п р и б а в и т ь вторую цифру; 
2) полученную сумму у м н о ж и т ь на 10 и п р и б а в и т ь 

с л е д у ю щ у ю цифру; 
3) пункт 2) в ы п о л н я т ь до тех пор, пока не используем 

все з а д а н н ы е ц и ф р ы числа . 
О п и с а н н ы й в ы ш е алгоритм н а з ы в а е т с я схемой Гор-

нера. Р а б о т а а л г о р и т м а р а с с м о т р е н а д л я с л у ч а я , когда 
ц и ф р ы числа р а с п о л о ж е н ы в м а с с и в е в п р я м о м (а , — 
ц и ф р а с т а р ш е г о р а з р я д а ) п о р я д к е . 

Число будем получать в переменной а. Ц и ф р ы числа 
х р а н я т с я в массиве В ( элемент В[1] с о д е р ж и т ц и ф р у 
с т а р ш е г о р а з р я д а ) . 

а : = 0 
нц д л я i от 1 до N 
| a : = a * 1 0 + B [ i ] (3.12) 

кц 

Д л я получения числа а, ц и ф р ы которого з а д а н ы 
в обратном п о р я д к е (первый элемент массива с о д е р ж и т 
цифру м л а д ш е г о р а з р я д а ) , м о ж н о в о с п о л ь з о в а т ь с я схе
мой Горнера , н а ч и н а я о б р а б о т к у с последнего э л е м е н т а 
м а с с и в а . 

М о ж н о воспользоваться и другим а л г о р и т м о м . К а ж 
д а я ц и ф р а д о л ж н а у м н о ж а т ь с я на соответствующую ей 
р а з р я д н у ю единицу: п е р в а я — на 1, в т о р а я — на 10, 
т р е т ь я — на 100 и т. д. К а ж д а я с л е д у ю щ а я р а з р я д н а я 
е д и н и ц а в 10 р а з больше п р е д ы д у щ е й . Ч и с л о а будем 
н а к а п л и в а т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м : будем б р а т ь очеред
ную цифру , у м н о ж а т ь ее на соответствующую ей р а з р я д 
ную единицу и п р и б а в л я т ь полученное произведение 
к у ж е накопленному числу. Р а з р я д н у ю единицу увели
чим в 10 р а з . Т а к п р о д о л ж а е м до тех пор, пока не исполь
зуем все ц и ф р ы числа . 

В переменной г будем х р а н и т ь значение р а з р я д н о й 
единицы, ц и ф р ы числа будем хранить в м а с с и в е В. 
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r : = L 

нц д л я i от 1 до N 
I a : = a + B[ i ]* r 

J R : = R * 1 0 (3.13) 

кц 

П р о а н а л и з и р у й т е а л г о р и т м ы (3.12) и (3.13) на ско
рость р а б о т ы (посчитайте количество выполненных 
а р и ф м е т и ч е с к и х о п е р а ц и й ) . 

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

1. КАКОЙ ПОРЯДОК РАСПОЛОЖЕНИЯ ЦИФР ЧИСЛА В МАССИВЕ НАЗЫ
ВАЕТСЯ ПРЯМЫМ? ОБРАТНЫМ? 

2 . КАК ПОЛУЧИТЬ ЦИФРЫ ЧИСЛА В ОБРАТНОМ ПОРЯДКЕ? В ПРЯМОМ 
ПОРЯДКЕ? 

3 . КАК ПОЛУЧИТЬ ЧИСЛО ИЗ МАССИВА ЦИФР? 
4 . ЧТО ТАКОЕ СХЕМА ГОРНЕРА? 

§ 5. П Е Р Е В О Д ЧИСЕЛ ИЗ О Д Н О Й СИСТЕМЫ 

С Ч И С Л Е Н И Я В Д Р У Г У Ю 

З а д а ч и перевода чисел из одной системы счисления 
в д р у г у ю м о ж н о р а з д е л и т ь на две г р у п п ы : перевод из 
десятичной системы счисления в к а к у ю - т о д р у г у ю и из 
какой-то в десятичную ( р а с с м а т р и в а е м только позицион
ные системы счисления) . Если т р е б у е т с я , н а п р и м е р , пе
ревести число из троичной системы счисления в семе
ричную, это м о ж н о с д е л а т ь через десятичную систему 
счисления . Если д е л а т ь это н а п р я м у ю , то п р и д е т с я моде
л и р о в а т ь а р и ф м е т и ч е с к и е действия л и б о в троичной, 
л и б о в семеричной системе счисления . 

Д л я з а п и с и числа в любой системе счисления , кроме 
десятичной , мы будем п о л ь з о в а т ь с я только т а б л и ч н ы м 
п р е д с т а в л е н и е м ч и с л а . 

А л г о р и т м перевода числа из десятичной системы 
счисления в к а к у ю - т о д р у г у ю известен . Н у ж н о р а з д е 
л и т ь число на основание системы счисления , в кото-
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рую переводят , и найти остаток . Если ц е л а я ч а с т ь 
частного п о л у ч и л а с ь не равной нулю, то ее д е л я т на 
основание системы счисления . Т а к п р о д о л ж а ю т д о тех 
пор , пока ц е л а я ч а с т ь частного не станет р а в н о й н у л ю . 
З а т е м в ы п и с ы в а ю т остатки в п о р я д к е , о б р а т н о м их 
получению. Эти остатки я в л я ю т с я ц и ф р а м и искомого 
ч и с л а . 

П р и м е р . П е р е в е д е м число 345 в семеричную систе
му счисления . 

325 |_7 

6 

О с т а т к и в ы д е л е н ы ж и р н ы м ш р и ф т о м . 

3 2 5 ш = 6 4 3 7 . 

П о а н а л о г и и с з а п и с ь ю числа в виде с у м м ы р а з р я д 
ных с л а г а е м ы х в десятичной системе счисления , в семе
ричной системе счисления число м о ж н о з а п и с а т ь с л е д у ю 
щ и м о б р а з о м : 

6437 = 6 - 7 2 + 4 . 7 1 + 3-7° . 

В о о б щ е н а т у р а л ь н о е число а в позиционной си
с т е м е счисления м о ж е т быть з а п и с а н о с л е д у ю щ и м об
р а з о м : 

a = a r p n - l + a2-pn-2 + ayp''-3 + ...+ali_l-p + an, (5) 

где аи а2, аь ап — ц и ф р ы числа а, р — основание 
системы счисления , причем 0 ^ а ; < р , 1 < л < : п . 

З а п и с ь (5) отличается от (4) только тем , что основа
ние десятичной системы счисления 10 з а м е н и м на про
извольное число р (основание новой системы счисления) . 
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Ц и ф р ы числа в новой системе счисления можем полу
чать , пользуясь а л г о р и т м о м (3.10), опять ж е з а м е н и в 
число 10 числом р. Ц и ф р ы числа , з а п и с а н н о г о в системе 
счисления с основанием р, будут х р а н и т ь с я в м а с с и в е 
В в о б р а т н о м порядке . 

З а п и ш е м алгоритм перевода числа N из десятичной 
системы счисления в систему счисления с основанием р: 

к: = 0 
нц пока N > = 1 

k : = k + l 
B [ k ] : = m o d ( N , р ) (3.14) 
N : = d i v ( N , p) 

кц 

С помощью а л г о р и т м о в (3.10) и (3.12) можно осуще
ствить и перевод из какой-то системы счисления (с осно
ванием меньше 10) в десятичную. Д л я этого н у ж н о 
вычислить значение в ы р а ж е н и я (5) ( а л г о р и т м (3.12) или 
(3.13), з а м е н я я 10 на р). Ч и с л о получим в обычном 
п р е д с т а в л е н и и . Табличное п р е д с т а в л е н и е можно полу
чить, применив алгоритм (3.10) к полученному резуль 
т а т у . 

Этот алгоритм с ф о р м у л и р у й т е самостоятельно . 

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

1. КАК ПЕРЕВЕСТИ ЧИСЛО ИЗ ДЕСЯТИЧНОЙ СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ В КА
КУЮ-ТО ДРУГУЮ? 

2 . КАК ПЕРЕВЕСТИ ЧИСЛО В ДЕСЯТИЧНУЮ СИСТЕМУ СЧИСЛЕНИЯ? 

§ 6. Д Е Л И М О С Т Ь ЧИСЕЛ 

Д л я определения , д е л и т с я ли одно число на другое , 
нужно , к а к у п о м и н а л о с ь выше , найти остаток от д е л е н и я 
одного числа на другое и проверить , р а в е н ли он нулю. 
Если остаток равен нулю, то число д е л и т с я , если не 
равен нулю — нет. Т а к и м о б р а з о м , п р о в е р к а на дели
мость сводилась к н а х о ж д е н и ю остатка от деления одно-
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го числа на другое . Д л я чисел в обычном п р е д с т а в л е н и и 
остаток находится с помощью с т а н д а р т н о й о п е р а ц и и 
mod. П р и решении этой з а д а ч и вручную мы д е л и м одно 
число на другое «в столбик» . 

Р а с с м о т р и м , к а к найти остаток от д е л е н и я числа , 
з а д а н н о г о таблично , на число в обычном п р е д с т а в л е н и и . 

В десятичной системе счисления число п р е д с т а в и м о 
в виде (4) (§ 4, п. 4.2): 

а = а , . 1 0 я  1 + а 2  1 0 и  2  4  а 3 . 1 0 "  3 + . . + а „ _ 1 0 + а„, 

где аи а 2 , а 3 , а„ — ц и ф р ы числа а, причем 0 ^ а , < 10, 

Пусть нам требуется найти остаток от д е л е н и я числа 
а на число т. 

П р е ж д е чем это д е л а т ь , у к а ж е м на некоторые свой

ства остатков . Пусть с, d, я — некоторые н а т у р а л ь н ы е 
числа , тогда : 

1) (c + rf) mod п — ((с mod n)-\-(d mod n)) mod n; 
2) c-d mod n — c(d mod n) mod n = ((c mod n) d) mod n; 
3) cd mod /i = ( ( c ' _ 1 mod «) c) mod «. 

П р и м е ч а н и е . Докажем свойство 1). Пусть cl = cu'\vn, с2 — 
= с mod я, d , = d d i v r t , d 2 = dmodn; тогда с = с 1 «  т с 2 . d = dl-n-\-d2; 
(c + rf) mod n = (c ! n + c 2 + d r « + ^2) m o a " = ((£1+^1) « + c 2 + rf2) mod я = 

= ( c2 + f4) mo& n = ( (
c m 0 Q +

 m

° d n)) mod я. 
Доказательства свойств 2) и 3) аналогичны. Попытайтесь доказать 

их самостоятельно. 

Н а й д е м остаток от деления числа а ( п р е д с т а в л е н и е 
(4), п. 4.2) на число т, пользуясь свойствами 1) и 2) (сна

ч а л а применим свойство 1), з а т е м к к а ж д о м у с л а г а е м о 

му свойство 2)): 

a mod т = ( а 1  1 0 я  1 + а 2 . 1 0 я  2 + а з  1 0 ' !  3 + . + 
+ я п _ 1 • 104а„) mod т = ((ах • 1 0 "  1 ) mod т-\-

+ ( a 2  1 0 "  2 ) m o d т + 
+ . . . + ( а „ _ 1 • 10) mod т-\-ап mod т) mod т — 

( ( а , ( 1 Q " ~ ' m o d т) m o d т) -\- ( а 2 ( 1 0 Ч ~ 2 m o d т) m o d m ) + 
+ . . . + ( а „ _ | (10 mod /л) mod т ) + а„ mod /п) mod т . 
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И з последнего р а в е н с т в а в ы т е к а е т а л г о р и т м нахож
д е н и я о с т а т к а . Н а х о д и м остаток от д е л е н и я очередной 
р а з р я д н о й единицы на число т, п о л ь з у я с ь свойством 3). 
У м н о ж а е м полученное число на з н а ч е н и е ц и ф р ы , со
ответствующей д а н н о й р а з р я д н о й единице , п р и б а в л я е м 
к тому, что получили на п р е д ы д у щ и х ш а г а х , и снова 
находим остаток от д е л е н и я на т. Т а к п р о д о л ж а е м до 
тех пор, пока не используем все ц и ф р ы числа а. 

З н а ч е н и е искомого о с т а т к а будем н а к а п л и в а т ь в пе
ременной s, значение о с т а т к а р а з р я д н о й единицы — 
в переменной г, ц и ф р ы числа будут х р а н и т ь с я в массиве 
В (в о б р а т н о м порядке , т. е. э л е м е н т В[1] соответствует 
ц и ф р е м л а д ш е г о р а з р я д а ) . 

s : = 0 
г : = 1 
нц д л я i от 1 до N (3.15) 

s : = m o d ( (s + В [i]*r), m) 

r : = m o d (г* 10, m ) 

к ц 

Алгоритм (3.15) можно п р и м е н я т ь д л я получения 
о с т а т к а от д е л е н и я числа а на число т и в том случае , 
если число с , з а д а н н о е в виде м а с с и в а ц и ф р , з а п и с а н о 
в любой позиционной системе счисления ( ц и ф р ы числа 
д о л ж н ы быть з а п и с а н ы своими д е с я т и ч н ы м и а н а л о г а м и ) . 
Д л я этого достаточно число 10 в а л г о р и т м е (3.15) з а м е 
нить основанием системы счисления р. О с т а т о к от деле 
ния будет получен в десятичной системе счисления . Если 
есть необходимость , его м о ж н о перевести в систему 
счисления с основанием р. 

Д л я получения о с т а т к а от д е л е н и я м о ж н о т а к ж е 
воспользоваться схемой Г о р н е р а . Д л я этого п р е д с т а в л е 
ние числа ((4), п. 4.2) необходимо п р е о б р а з о в а т ь по схеме 
Горнера , а з а т е м п р и м е н и т ь свойства остатков так , к а к 
это с д е л а н о выше . ( Д а н н ы й а л г о р и т м н а п и ш и т е самосто
ятельно . ) 
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ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

1. КАКИЕ СВОЙСТВА ОСТАТКОВ ВЫ ЗНАЕТЕ? 
2 . КАК НАЙТИ ОСТАТОК ОТ ДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА, ЗАДАННОГО В ВИДЕ МАССИ

ВА ЦИФР, НА ЧИСЛО, ЗАДАННОЕ НЕПОСРЕДСТВЕННО? 
3. КАК МОЖНО ИСПОЛЬЗОВАТЬ СХЕМУ ГОРНЕРА ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ 

ОСТАТКА ОТ ДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА, ЗАДАННОГО В ВИДЕ МАССИВА ЦИФР, 
НА ЧИСЛО, ЗАДАННОЕ НЕПОСРЕДСТВЕННО? 

§ 7. ДЕЙСТВИЯ С МНОГОЗНАЧНЫМИ ( Б О Л Ь Ш И М И ) 

Ч И С Л А М И 

В д а н н о м пункте под многозначными ч и с л а м и мы 
будем понимать числа , з а д а н н ы е т а б л и ч н ы м п р е д с т а в л е 

нием в десятичной системе счисления . 
Р а б о т а с многозначными ч и с л а м и п р е д п о л а г а е т моде

л и р о в а н и е а рифметических действий над д в у м я ч и с л а м и , 
з а д а н н ы м и м а с с и в а м и своих ц и ф р . 

А л г о р и т м ы р а б о т ы с т а к и м и м а с с и в а м и будут напо

м и н а т ь з н а к о м ы е из курса м а т е м а т и к и действия в 
столбик . 

Пусть два п о л о ж и т е л ь н ы х числа А и В з а д а н ы к а к 
м а с с и в ы цифр , причем А[1] и В[1] с о д е р ж а т ц и ф р ы 
м л а д ш е г о р а з р я д а . ( П о д у м а й т е , почему такой порядок 
цифр д л я данной з а д а ч и удобнее . ) Ч и с л о А состоит из 
N ц и ф р , а число В — из М ц и ф р . 

7.1. С л о ж е н и е многозначных чисел 

Н а й д е м сумму чисел А я В. Б у д е м с к л а д ы в а т ь эле 

менты массивов с о д и н а к о в ы м и н о м е р а м и и х р а н и т ь 
полученные р е з у л ь т а т ы , к а к э л е м е н т ы м а с с и в а С. Если 
на какомто ш а г е получим С [ г ' ] ^ 1 0 , то на месте C[i] 
о с т а в л я е м остаток от деления C[i] на 10 (количество 
е д и н и ц данного р а з р я д а ) , а к элементу С [/ + 1 ] п р и б а в и м 
1 (перенос 1 в с л е д у ю щ и й р а з р я д ) . 

Если число А состоит из N цифр , а число £ — из 
М ц и ф р , то число С имеет л и б о max(N, М) ц и ф р , либо 
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m a x (N, M)-f -1 цифру . О б о з н а ч и м через К величину 
m a x ( N , Л 1 ) + 1 . 

П е р е д выполнением с л о ж е н и я следует дополнить 
н е з н а ч а щ и м и н у л я м и число с меньшим количеством 
цифр так , чтобы количество цифр у р а в н я л о с ь . Этого 
м о ж н о достигнуть и обнулив м а с с и в ы А и В до ввода 
цифр . 

Алгоритм с л о ж е н и я двух многозначных чисел будет 
с л е д у ю щ и м : 

если N > M 
то 

К : = N 
иначе 

К : = М 
все 

К : = К + ! 
нц д л я i от I до К 
| С П ] : = 0 
кц 
нц д л я i от 1 до К 

C [ i ] : = A [ i ] + B | i | + C | i | 
если C [ i ] > = 10 

то 
C [ i + l ] : = C [ i - f П + 1 
C [ i ] : = m o d ( C [ i ] , 10) 

все 
кц 
если С [ К ] = 0 

то 
К : = К - 1 

все 

(3.16) 

П о с л е выполнения данного а л г о р и т м а в первых 
К э л е м е н т а х массива С будет храниться сумма чисел 
А и В, С[1] — ц и ф р а м л а д ш е г о р а з р я д а . П о с л е д н я я 
п р о в е р к а позволяет у б р а т ь н е з н а ч а щ и й нуль из с т а р ш е 
го р а з р я д а числа С. 
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7.2. Вычитание многозначных чисел 

Д л я определенности будем считать , что А > В. Если 
нет, то необходимо поменять числа местами , а р е з у л ь т а т 
с д е л а т ь о т р и ц а т е л ь н ы м . ( П о д у м а й т е , к а к определить , 
к а к о е из чисел больше. ) 

Если число А состоит из N ц и ф р , тогда число В не 
м о ж е т иметь более чем N ц и ф р . Р а з н о с т ь будет содер
ж а т ь не более чем N ц и ф р . 

Н а й д е м разность чисел А к В. Б у д е м в ы ч и т а т ь эле
менты массива В из элементов м а с с и в а А с соответству
ющими н о м е р а м и . П о л у ч е н н ы е р е з у л ь т а т ы будем х р а 
нить в массиве С. Если на каком-то ш а г е получим С [ г ' ] < 
<С0, то к элементу С [г] п р и б а в л я е м 10, а от э л е м е н т а 
С [ г + 1 ] отнимаем 1 ( з а б и р а е м 1 из с л е д у ю щ е г о р а з 
р я д а ) . 

Алгоритм будет с л е д у ю щ и м : 

нц д л я i от 1 до N 
| С П ] : = 0 
кц 
нц д л я i от 1 до N 

C [ i ] : = A [ i ] - B [ i ] 
если C [ i ] < 0 

то 
С [ i ] : = С 10 (3.17) 
C [ i + l ] : = C [ i + l ] - l 

все 
кц 
нц пока С [N] = 0 
| N : = N — 1 ; 
кц 

Последний цикл позволяет у б р а т ь н е з н а ч а щ и е нули 
в н а ч а л е числа С. Д а н н ы й а л г о р и т м после некоторых 
дополнений м о ж н о применять д л я в ы ч и т а н и я чисел 
с р а з н ы м и з н а к а м и . П о д у м а й т е , что н у ж н о изменить . 
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7.3*. Произведение многозначных чисел 

Алгоритм н а х о ж д е н и я произведения будет з а к л ю 
чаться в с л е д у ю щ е м : число А будем поочередно умно
ж а т ь на к а ж д у ю из ц и ф р числа В. П о л у ч е н н ы й на 
д а н н о м ш а г е р е з у л ь т а т будем н а к а п л и в а т ь в м а с с и в е С, 
п р и б а в л я я к тому, что у ж е получили на п р е д ы д у щ и х 
ш а г а х . П р и умножении на B[i] р е з у л ь т а т н а ч и н а е м 
п р и б а в л я т ь к С [г], т. е. у ч и т ы в а е м сдвиг на р а з р я д . 

П р и т а к о й о р г а н и з а ц и и вычислений з н а ч е н и я эле 
ментов м а с с и в а С могут с т а т ь б о л ь ш и м и либо р а в н ы м и 
10. М о ж н о после получения очередного С [/] п р о в е р я т ь 
его и, если С [ / ] ^ 1 0 , поступать так , к а к поступали при 
вычислении с у м м ы . Тогда количество проверок будет 
р а в н о N-M. Р а з у м н е е р а з н о с по р а з р я д а м выполнить 
после того, когда вычисление п р о и з в е д е н и я закончено . 
Количество проверок будет р а в н о количеству ц и ф р 
в произведении А-В. Количество ц и ф р произведения 
двух чисел не превосходит K = N-\-М. ( П о ч е м у ? ) 

Алгоритм вычисления произведения будет следу
ю щ и м : 

K : = N + M; 
нц д л я i от 1 до К 
| С И ] : = 0 
кц (3.18) 
нц д л я i от 1 до М 

нц д л я j от 1 до N 
| C [ i + j - l ] : = A [ j ] * B [ i ] + C [ i + j - l ] 

кц 
к ц 
нц д л я i от 1 до К — 1 

C [ i + l ] : = C [ i + l ] + C [ i ] d i v 10; 
C [ i ] : = C [ i ] m o d 10; 

к ц 
нц пока C [ k ] = 0 

| К : = К - 1 ; 
кц 
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П о л у ч е н н ы е а л г о р и т м ы с л о ж е н и я , в ы ч и т а н и я , умно
ж е н и я многозначных чисел м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь д л я 
м о д е л и р о в а н и я действий н а д ч и с л а м и в к а к о й - л и б о си
стеме счисления . Д л я этого необходимо помнить , что 
если у нас система счисления имеет основание р , то 
р единиц одного р а з р я д а о б р а з у ю т единицу нового р а з р я 
д а . Д р у г и м и с л о в а м и , необходимо число 10 в а л г о р и т м а х 
(3.16), (3.17), (3.18) з а м е н и т ь основанием системы счис
л е н и я . 

Вопросы для повторения 

1. КАК СЛОЖИТЬ ДВА МНОГОЗНАЧНЫХ ЧИСЛА? 
2 . КАК НАЙТИ РАЗНОСТЬ ДВУХ МНОГОЗНАЧНЫХ ЧИСЕЛ? 

ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

1. О п р е д е л и т ь , я в л я е т с я ли д а н н о е число четным. 
2. Д в а н а т у р а л ь н ы х числа н а з ы в а ю т д р у ж е с т в е н н ы 

ми, если к а ж д о е из них р а в н о с у м м е всех д е л и т е л е й 
другого , кроме самого этого числа . Н а й т и все п а р ы 
д р у ж е с т в е н н ы х чисел, л е ж а щ и х в д и а п а з о н е от п до k. 

3 . Н а й т и н а т у р а л ь н о е число из д и а п а з о н а от я до k, 
которое имеет н а и б о л ь ш е е количество д е л и т е л е й . 

4. Р а з л о ж и т ь д р о б ь p/q на с у м м у дробей вида 1/п. 
Н а п р и м е р , при р = 3 , q = 7 

1 = 14- ~ 4- J -
7 3 Т П Т 2 3 1 ' 

5. Н а й т и все совершенные числа , меньшие N. Ч и с л о 
совершенно , если оно р а в н о с у м м е всех своих д е л и т е л е й , 
з а исключением самого числа . 

6. Л ю б у ю целочисленную д е н е ж н у ю сумму, б о л ь ш у ю 
7р., м о ж н о в ы п л а т и т ь без сдачи т р е ш к а м и и п я т е р к а м и 
( д о к а ж и т е ) . Д л я данного п>7 найти все т а к и е ц е л ы е 
н е о т р и ц а т е л ь н ы е а и Ь, что З а + 56 = я . 

7. Сообщество роботов ж и в е т по с л е д у ю щ и м з а 
к о н а м : 
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1) один р а з в н а ч а л е года они о б ъ е д и н я ю т с я в груп
пы по 3 или по 5 роботов; 

2) за год группа из 3 роботов с о б и р а е т 5 новых, 
а группа из 5 роботов с о б и р а е т 9 новых; 

3) роботы объединяются т а к , чтобы с о б р а т ь за год 
наибольшее количество роботов; к а ж д ы й робот ж и в е т 
3 года после сборки. 

Известно н а ч а л ь н о е количество роботов. Все они 
только что с о б р а н ы . 

С к о л ь к о роботов будет через N лет? 
8. Д а н ы два н а т у р а л ь н ы х числа п и Ь , причем b — 

нечетное число больше 1. 
О п р е д е л и т ь , что д е л а е т следующий ниже ф р а г м е н т 

п р о г р а м м ы : 

нц пока n > = b 
если mod (п, 2)==0 

то 
n : = div (п, 2) 

иначе 
n : = n — b 

все 
кц 
если п = 0 

то 
а : = «да» 

иначе 
а : ==«нет» 

все 

9. Д в а д в у з н а ч н ы х числа , з а п и с а н н ы х одно за дру
гим, о б р а з у ю т четырехзначное число, которое делится на 
их произведение . Н а й т и эти числа . 

10. Н а й т и н а т у р а л ь н ы е числа из отрезка [я; /г], коли
чество делителей у которых я в л я е т с я произведением 
двух простых чисел. 

11. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Н а й т и четверки про-

144 



стых чисел и меньших п, п р и н а д л е ж а щ и х одному десятку 
( н а п р и м е р 11, 13, 17, 19). 

12. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Выяснить , имеются ли 
среди чисел п, я - f - l , 2п ч и с л а - б л и з н е ц ы , т. е. простые 
числа , р а з н о с т ь м е ж д у которыми р а в н а 2. 

13. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Получить все числа , 
в з а и м н о п р о с т ы е с п и меньше его. 

14. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Получить все его 
простые делители . 

15. Д а н ы н а т у р а л ь н ы е числа р и q. Получить все 
де лит е ли числа р, в з а и м н о п р о с т ы е с q. 

16. Н а й т и й-е простое число в а р и ф м е т и ч е с к о й про
грессии 11, 2 1 , 3 1 , 4 1 , 5 1 , 6 1 , . . . . Привести ответ д л я k — 
= 1, 10, 100, 1000 и т. д. 

17. С о к р а т и т ь дробь а/b (а, Ъ — н а т у р а л ь н ы е числа ) . 
18. Д а н ы 4 целых числа а, Ь, с, d. Н а п и с а т ь п р о г р а м 

му, в ы ч и с л я ю щ у ю сумму обыкновенных дробей а/Ь-\-
-f-c/u* в виде х/у. 

19. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. О п р е д е л и т ь количе
ство сотен ( тысяч , миллионов) в нем. 

20. Ввести период дроби . Н а п е ч а т а т ь числитель 
и з н а м е н а т е л ь . 

2 1 . Н а т у р а л ь н о е число из п ц и ф р я в л я е т с я числом 
А р м с т р о н г а , если с у м м а его цифр , возведенных в п-ю 
степень , р а в н а самому числу ( 1 5 3 = l 3 - f - 5 3 - j - 3 3 ) . Полу
чить все числа Армстронга д л я п — 2, 3, 4. 

22. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Чему р а в н а с у м м а его 
цифр? 

2 3 . Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Верно ли , что с у м м а 
ц и ф р этого числа я в л я е т с я нечетной? 

24. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Верно ли, что это 
число с о д е р ж и т ровно три о д и н а к о в ы е ц и ф р ы ? Если д а , 
то у к а ж и т е эти ц и ф р ы . 

25 . П о с ч и т а т ь сумму ц и ф р всех целых чисел от 
I до N. 

26. Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. Выбросить из з аписи 
числа п все ц и ф р ы , р а в н ы е 1, оставив при этом п р е ж н и м 
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п о р я д о к о с т а л ь н ы х ц и ф р . Н а п р и м е р , из 5101234 ->- 50234. 
27 . И з з а п и с и н а т у р а л ь н о г о числа выбросить ц и ф р ы 

1 и 5, о с т а в и в п р е ж н и м п о р я д о к ц и ф р . Н а п р и м е р , число 
527012 п р е о б р а з у е т с я в число 2702. 

28 . Н а й т и т а к и е две р а з л и ч н ы е н а и м е н ь ш и е степени 
н а т у р а л ь н о г о числа я , у которых три последние ц и ф р ы 
о д и н а к о в ы . 

29 . Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. В ы б р о с и т ь из з а п и с и 
числа все четные ц и ф р ы . 

30 . Д а н о н а т у р а л ь н о е число п. О п р е д е л и т ь , я в л я е т с я 
ли оно п а л и н д р о м о м (читается одинаково с н а ч а л а 
и с к о н ц а ) . 

3 1 . Н а й т и все числа из д и а п а з о н а от п до т, которые 
при возведении в к в а д р а т д а ю т п а л и н д р о м . 

3 2 . Н а й т и все ч и с л а - п а л и н д р о м ы из д и а п а з о н а от 
п д о т, которые при возведении в к в а д р а т т а к ж е д а ю т 
п а л и н д р о м ы . 

3 3 . Н а й т и остаток от д е л е н и я числа , з а п и с ы в а е м о г о 
с п о м о щ ь ю k семерок , на число а, к и а — з а д а н н ы е 
н а т у р а л ь н ы е числа . 

34. Все н а т у р а л ь н ы е числа в ы п и с а н ы подряд , на
ч и н а я с единицы. О п р е д е л и т ь , к а к а я ц и ф р а стоит на 
N-u месте . 

35 . Н а и н т е р в а л е (1000; 9999) найти все простые 
числа , к а ж д о е из которых о б л а д а е т тем свойством, что 
с у м м а первой и второй ц и ф р з а п и с и этого числа р а в н а 
с у м м е третьей и четвертой. 

36 . В ы с а д и в ш и с ь на п л а н е т е А л ь ф а , населенной ра 
з у м н ы м и «осьминогами» , к о с м о н а в т ы увидели, н а п и с а н 
ную на стене б л и з л е ж а щ е г о строения ф о р м у л у 9 9 - 9 9 = 
= 1210. С к о л ь к о щ у п а л ь ц е в б ы л о у н а с е л я в ш и х п л а н е т у 
А л ь ф а «осьминогов»? 

37 . Среди простых чисел , не превосходящих N, найти 
т а к о е , в двоичной з а п и с и которого м а к с и м а л ь н о е число 
единиц. 

3 8 . Н а й т и двоичное п р е д с т а в л е н и е д л я чисел Ф е р м а , 

которые п р е д с т а в и м ы в виде 2 2 ' + 1 . 
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39. З а д а н а последовательность д л и н ы N, с о с т о я щ а я 
из единиц и нулей. О п р е д е л и т ь количество М - з н а ч н ы х 
двоичных чисел (M^N), входящих в у к а з а н н у ю последо
вательность , которые д е л я т с я на 2 1 . 

40 . Н а п е ч а т а т ь ш е с т н а д ц а т е р и ч н у ю т а б л и ц у у м н о ж е 
ния т а к ж е , к а к п е ч а т а ю т обычную на о б л о ж к е т е т р а д и . 

4 1 . Д е с я т и ч н а я дробь о п р е д е л я е т с я с л е д у ю щ и м об
р а з о м : 

[ — ] abc...d[.efg...h], 

где а, Ь, с, й, е, /, g, h — д е с я т и ч н ы е ц и ф р ы от 
0 до 9, э л е м е н т ы в к в а д р а т н ы х с к о б к а х не я в л я ю т с я 
о б я з а т е л ь н ы м и . Н а й т и корень у р а в н е н и я Х/А — В (А и 
В — десятичные дроби) , представив его в виде десятичной 
дроби , сохранив все ее д е с я т и ч н ы е з н а к и . 

42 . Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я в ы ч и с л я е т з н а ч е 
ние в ы р а ж е н и я . 

l _ i . _ L . I _ . . . _ ( _ ! ) « ! . 
2 - г 3 v ч п-

О т в е т п р е д с т а в и т ь в виде несократимой дроби p/q, 
где р и q — н а т у р а л ь н ы е числа . 

4 3 . Д а н а последовательность 

А [ 1 ] = 1, A [N + 1] = Л [N\+ 1/(Л 

С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , в которой используются только 
ц е л ы е числа , д л я печати iV-ro члена последовательности 
в виде обыкновенной дроби. Н а п р и м е р : 

при JV = 3 д о л ж н о быть н а п е ч а т а н о 19 /10 , 
при ЛГ = 4 д о л ж н о быть н а п е ч а т а н о 6 5 1 / 2 9 0 . 
44. Вывести на э к р а н к а р т и н к у , и з о б р а ж а ю щ у ю 

у м н о ж е н и е «столбиком» двух з а д а н н ы х целых чисел. 
4 5 . Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я выводит к а р т и н к у , 

и з о б р а ж а ю щ у ю у м н о ж е н и е «столбиком» двух д а н н ы х 
чисел . 

Н а п р и м е р , сомножители : 398.56, 85.03. 
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39856 
8503 

119568 
+ 1 9 9 2 8 0 

318848 

338895568 

П р о и з в е д е н и е : 33889.5568. 
46 . О п р е д е л и т ь количество повторений к а ж д о й из 

ц и ф р 0, 1, 2, 9 в числе NN, N < 1 0 0 0 . 
47 . Н а й т и частное от деления а/b с точностью k ц и ф р 

после з а п я т о й . Ч и с л а а и b вводятся с не более чем 
200 ц и ф р а м и . 

4 8 . Д а н ы две т а б л и ц ы : Мь М2, . . . , М , 0 ; Nh N2, Ni0. 
К а ж д ы й э л е м е н т л и б о одна из ц и ф р 0, 1, 9, либо 
д е с я т и ч н а я точка (она п о я в л я е т с я не более одного р а з а ) . 

Н а п и с а т ь а л г о р и т м с р а в н е н и я « з а п и с а н н ы х » в т а б л и 
цу величин. Н а п р и м е р : 

1 2 СО
 

4 5 6 7 8 9 10 

м 3 4 1 7 4 9 0 0 0 

N 0 0 0 0 0 0 0 3 4 2 

Р е з у л ь т а т : «M<.N», т а к к а к 3 4 1 . 7 4 9 < 3 4 2 . 
49 . Д а н ы целые числа т и п ( 0 < т < П 2 , 0 < / г < 6 0 ) , 

у к а з ы в а ю щ и е момент времени т часов п минут. О п р е д е 
л и т ь н а и м е н ь ш е е в р е м я (число полных минут) , которое 
д о л ж н о пройти до того момента , когда ч а с о в а я и ми
н у т н а я с т р е л к и на ц и ф е р б л а т е 

совпадут ; 
р а с п о л о ж а т с я п е р п е н д и к у л я р н о д р у г другу . 
50. Д а н ы п п о л о ж и т е л ь н ы х чисел Л, , Л 2 , . . . , Л„ и т 

п о л о ж и т е л ь н ы х чисел В{, В2, Вт. С у м м а всех Л,- р а в н а 
с у м м е всех Вг Д о к а з а т ь , что м о ж н о построить (и описать 
к а к ) м а с с и в С [г, / ] ; 1 1 ^ / ^ т , который удовлет
воряет с л е д у ю щ и м т р е б о в а н и я м : 
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1) все (i, j) н е о т р и ц а т е л ь н ы е числа ; 
2) в м а с с и в е по крайней мере ( m — 1 ) нулей; 
3) с у м м а к а ж д о й г-й строки р а в н а Ац 
4) с у м м а к а ж д о г о / -го с толбца р а в н а В-г 

З А Д А Ч И П О В Ы Ш Е Н Н О Й С Л О Ж Н О С Т И 

1. Ч и с л о з а д а н о своим двоичным п р е д с т а в л е н и е м 
( д л и н а числа не п р е в ы ш а е т 10 000 двоичных р а з р я д о в ) . 
Необходимо определить , делится ли число на 15. 

2. а ) К а к - т о р а з в аптеку д о с т а в и л и 10 ф л а к о н о в по 
1000 пилюль . Н е успел провизор р а с с т а в и т ь 
ф л а к о н ы на полке, к а к почтальон принес теле 
г р а м м у , в которой было следующее : 
« В о з д е р ж а т ь с я от п р о д а ж и л е к а р с т в а . П о 
о ш и б к е ф а р м а ц е в т а в одном из ф л а к о н о в к а ж 
д а я п и л ю л я с о д е р ж и т на 1 мг л е к а р с т в а больше 
допустимой дозы. П р о с ь б а н е з а м е д л и т е л ь н о 
вернуть ф л а к о н с повышенной дозой л е к а р 
ства» . 

Сколько в з в е ш и в а н и й придется с д е л а т ь провизору 
д л я определения ф л а к о н а с повышенной дозой л е к а р с т 
ва, если м а с с а пилюли с допустимой дозой л е к а р с т в а 
р а в н а 10 мг? 

б) Ч е р е з какое-то время в аптеку д о с т а в и л и еще 
10 ф л а к о н о в того ж е л е к а р с т в а . И на этот р а з не 
успели р а с п а к о в а т ь коробку с ф л а к о н а м и , к а к 
почтальон принес т е л е г р а м м у с извещением о том, 
что на этот р а з ф а р м а ц е в т допустил более серь
езную ошибку . В п о с ы л к е могли о к а з а т ь с я от 1 до 
10 ф л а к о н о в с п и л ю л я м и , к а ж д ы й из которых на 
1 мг т я ж е л е е нормы. 

С к о л ь к о в з в е ш и в а н и й придется с д е л а т ь провизору 
в этот р а з д л я определения ф л а к о н о в с повышенной 
дозой л е к а р с т в а ? 

3 . П р е д п о л о ж и м , что у нас есть весы с д в у м я ч а ш а м и 
и по одной штуке гирь 1, 3, 9, 27, . . . , 3*, . . . . У р а в н о в е 
сить груз массой М на весах. 
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4. Сосчитать количество единиц в двоичной записи 
числа /, з а д а н н о г о в десятичной системе счисления . 

5. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 011212201220200112 . . . строит
ся с л е д у ю щ и м о б р а з о м . С н а ч а л а п и ш е т с я 0, з а т е м повто
р я е т с я с л е д у ю щ е е действие: у ж е н а п и с а н н у ю ч а с т ь при
п и с ы в а ю т с п р а в а с з аменой 0 на 1, 1 на 2, 2 на 0, т. е. 

0 - » - 0 1 - > 0 1 1 2 - v 0 1 1 2 1 2 2 0 - * . . . . 

Составить а л г о р и т м , который по введенному N 
(0 ^ N < : 2000000000) о п р е д е л я е т , к а к о е число стоит на 
N-м месте в последовательности . 

6. Д а н ы м а с с и в ы X [1 . . 100] и К [1 ..100]. З а п и с а т ь алго
ритм , п о с л е д о в а т е л ь н о м е н я ю щ и й м е с т а м и з н а ч е н и я эле
ментов X[k] и Y[k], k=l, 2, 100, не используя проме
ж у т о ч н ы х переменных. 

7. Точки с целочисленными координатами из 1-го квад
р а н т а помечаются числами из множества {0, 1, 2, . . . } . 
О ч е р е д н а я точка помечается в том с л у ч а е , если все 
точки н и ж е и л е в е е ее у ж е помечены. П р и этом точке 
п р и п и с ы в а е т с я м и н и м а л ь н о е число, отсутствующее в 
в е р т и к а л и и горизонтали , проходящей через точку. П е р 
вой помечается точка (0; 0) . 

Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я : 
1) по з а д а н н ы м к о о р д и н а т а м х и у, х^0, у^0, х, у — 

целые , о п р е д е л я е т пометку точки; 
2) по з а д а н н ы м координате х и пометке точки k 

(х^О, k^0, х, k — ц е л ы е ) о п р е д е л я е т вторую координа
ту точки. 

8. Н а й т и д л и н у периода и с а м период дроби в Р-т-
ной системе счисления , п р е д с т а в л я ю щ е й р а ц и о н а л ь н о е 
число N/M ( д л я конечных дробей считать , что д л и н а 
периода р а в н а 1). М, N, Р — ц е л ы е д е с я т и ч н ы е числа , 
0 < i V < A f , Р > 1 . 

9. Д л я введенных действительного числа г > 0 и на
т у р а л ь н о г о числа qmax необходимо найти н а и л у ч ш е е при
б л и ж е н и е г в виде р а ц и о н а л ь н о й дроби p/q, где q^qmax. 

10. П у с т ь з а п и с ь числа А в позиционных системах 
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счисления с основанием р и q имеет вид бесконечной 
периодической дроби с периодом 2: 

Л = 0 , (ab)p = 0, (Ьа)г (*) 

где афЬ. 
Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я д л я введенных нату

р а л ь н ы х чисел р и q ( 2 < р , я < 3 0 , p>q) находит и вы
водит все в о з м о ж н ы е п а р ы значений ц и ф р а и Ь, удов
л е т в о р я ю щ и х соотношению (*). Если т а к о в ы х нет, выве
сти сообщение « П р и г о д н ы х цифр нет». 

П р и м е ч а н и е . Значением числа, запись которого в позици
онной системе счисления с основанием S есть 0, cdef (где с, d, е, f — 

л. ч с , d I е . / цифры), является _ + _ + _ + _ . . 

11 . О п р е д е л и м м н о ж е с т в а Kt рекуррентно . П у с т ь 
/ С 0 _ [ 0 , 1]. Р а з д е л и м отрезок [0, 1] на три части т о ч к а м и 
1/3 и 2 / 3 и у д а л и м из него и н т е р в а л ( 1 / 3 , 2 / 3 ) . П о л у ч и м 
м н о ж е с т в о / ( , , состоящее из двух о с т а в ш и х с я отрезков 
[О, 1/3] и [ 2 / 3 , 1]. К а ж д ы й из них р а з д е л и м на три части 
( т о ч к а м и 1/9 и 2 / 9 д л я первого о т р е з к а и т о ч к а м и 
7 / 9 и 8 / 9 — д л я второго) и у д а л и м средние и н т е р в а л ы 
( 1 / 9 , 2 / 9 ) и ( 7 / 9 , 8 / 9 ) . Т а к и м о б р а з о м , получаем мно
ж е с т в о /С2 и т. д . П у с т ь мы построим м н о ж е с т в о Kt. 
П о д е л и м к а ж д ы й о с т а в ш и й с я отрезок из /С,- на 3 части 
и у д а л и м из этих сегментов с р е д н и е и н т е р в а л ы . П о л у 
чим, т а к и м о б р а з о м , из м н о ж е с т в о Ki+i. 

В в о д я т с я 3 ц е л ы х числа п, а, Ь. Необходимо опреде 
лить , п р и н а д л е ж и т ли точка с координатой а/Ь м н о ж е 
ству Кп-

12. Ч и с л о н а з ы в а е т с я с о в е р ш е н н ы м , если оно р а в н о 
с у м м е всех своих делителей , з а исключением его с а м о г о . 
Л ю б о е четное совершенное число п р е д с т а в и м о в виде 
2 Р - 1 ( 2 Р — 1 ) , где р — простое число. 

Н а й т и двоичное п р е д с т а в л е н и е д л я м а к с и м а л ь н о г о 
совершенного четного числа меньше введенного N. 
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13. З а д а н ы н а т у р а л ь н ы е числа е, k, т, t в з а п и с и 
химической р е а к ц и и XeAk-{-Y-+- YmAt-\-X, где А, X, Y — 
атомы или группы атомов . Н а п и с а т ь алгоритм д л я про
х о ж д е н и я таких н а т у р а л ь н ы х коэффициентов , при кото
рых стрелку можно было бы з а м е н и т ь з н а к о м р а в е н с т в а . 

14. В в о д я т с я ц е л ы е числа а и Ь. П у с т ь у треугольни
ка АБС координаты вершин Л (0; 0), В (а; Ь), а обе 
координаты С (х\ у) — целые числа , и п л о щ а д ь треуголь
ника ABC не р а в н а нулю. К а к у ю м и н и м а л ь н у ю п л о щ а д ь 
м о ж е т иметь треугольник Л В С ? 

15. И м е е т с я N б а н о к с целочисленными о б ъ е м а м и V{, 
Vn литров , пустой сосуд и к р а н с водой. М о ж н о ли 

с помощью этих б а н о к н а л и т ь в сосуд ровно V литров 
воды? 

16. Вычислить число е (основание н а т у р а л ь н о г о лога 
р и ф м а ) с точностью п з н а ч а щ и х десятичных цифр после 
з апятой . М о ж н о использовать числовой р я д 

Е = = 1 + - J J + 2Т + --- + 3 4 Т + --- • 

17. Вывести на э к р а н число 2", п < 1 0 000, п — нату
р а л ь н о е . 

18. Вводится N. Необходимо найти , на сколько нулей 
о к а н ч и в а е т с я N1 = 1 - 2 - 3 - . . . - N . 

19. Вводятся два числа N и Р. Н а й т и такое макси
мальное число М, что N1 д е л и т с я на Рм

у но не д е л и т с я 
на Р м + { . 

П р и м е ч а н и я . 1. Числа N и Р так велики, что нет смысла 
считать значение N\. 

2. Числа N и Р — натуральные. 

20. Н а т у р а л ь н о е число N> 1 п р е д с т а в и т ь в виде 
с у м м ы н а т у р а л ь н ы х с л а г а е м ы х так , чтобы их произведе
ние было м а к с и м а л ь н ы м . 

2 1 . З а д а е т с я любое положительное действительное 
число R. Н а й т и п о л о ж и т е л ь н ы е действительные /?, , R2, 

Rn, Ri<4, i=l, n, т а к и е , что R = Rl-R2-... -Rn = 

= /? , + / ? a + . • • + / ? « • 
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22. Вывести в п о р я д к е в о з р а с т а н и я все обыкновен
ные н е с о к р а т и м ы е дроби , з а к л ю ч е н н ы е м е ж д у 0 и 1, 
з н а м е н а т е л и которых не п р е в ы ш а ю т 15. М а с с и в при 
этом з а в о д и т ь не следует . 

23 . Д а н многогранник , в в е р ш и н а х которого з а п и с а 
ны ц е л ы е числа . Одним ходом можно в ы б р а т ь одно 
ребро , и к числу, з а п и с а н н о м у в одном из его концов, 
п р и б а в и т ь 1, а из числа , з а п и с а н н о г о в другом конце ,— 
вычесть 1. 

К а к о м у необходимому и достаточному условию дол
ж н ы у д о в л е т в о р я т ь з а п и с а н н ы е числа , чтобы с помощью 
т а к и х ходов можно было добиться , чтобы во всех верши
нах был одновременно з а п и с а н нуль? Ответ обосновать . 

24. В нулевой момент времени м а с т е р у одновременно 
поступает N р абот . Р а б о т ы п р о н у м е р о в а н ы от 1 до N. 
Д л я к а ж д о й р а б о т ы i з а р а н е е известно следующее : 

1) в р е м я выполнения работы tv к р а т н о е суткам ; 
2) ш т р а ф с-, за к а ж д ы е сутки о ж и д а н и я работы i до 

момента н а ч а л а ее выполнения . 
Одновременно может в ы п о л н я т ь с я только одна р а б о 

та , и если м а с т е р приступает к выполнению некоторой 
р а б о т ы , то он п р о д о л ж а е т в ы п о л н я т ь ее, пока не з акон
чит. С у м м а р н ы й ш т р а ф , который надо будет уплатить , 
в ы р а ж а е т с я с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

с у м м а с , - (время н а ч а л а выполнения р а б о т ы г) по всем L 

Н а й т и такой порядок выполнения р а б о т , чтобы 
ш т р а ф о к а з а л с я м и н и м а л ь н ы м . 

25 . В р я д л е ж а т N арбузов , п р о н у м е р о в а н н ы х от 
1 до N. Н а м известно, что: 

1) массы первого и N-ro арбузов тх и mN соответст
венно; 

2) м а с с а г'-го а р б у з а т , есть среднее а р и ф м е т и ч е с к о е 
м а с с двух соседних а р б у з о в , увеличенное на d: 

mi = d + (mi.„x + mi+l)/2; 
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П о введенным tnu mN, N, d и / найти т-г О г р а н и ч е н и е : 
# < 2 0 0 . 

Необходимо в р а м к а х ф о р м у л и р о в к и з а д а ч и преду
смотреть проверку корректности д а н н ы х п р о г р а м м ы . 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1. Н а т у р а л ь н о е число, з а п и с а н н о е в десятичной си
стеме счисления , н а з ы в а е т с я сверхпростым, если оно 
остается простым при любой п е р е с т а н о в к е своих ц и ф р . 

О п р е д е л и т ь , я в л я е т с я ли д а н н о е число сверхпростым. 
2. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь , состоящую из четырех целых 

чисел а, Ь, с, d, одним ходом м о ж н о п р е о б р а з о в а т ь 
в п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь \a — b\, \b — c\, \c — d\, \d — a\. 

Д о к а з а т ь , что к а к о й бы ни б ы л а н а ч а л ь н а я последо
вательность , м н о г о к р а т н ы м повторением ходов м о ж н о 
получить последовательность , с о с т о я щ у ю из четырех 
нулей. 

3 . Д а н о целое н е о т р и ц а т е л ь н о е число К, не п р е в ы ш а 
ю щ е е м и л л и о н а . Н а п е ч а т а т ь ф р а з у «К ворон» русскими 
с л о в а м и . ( Н а п р и м е р , если /С ==23, то д о л ж н о быть напе 
ч а т а н о « д в а д ц а т ь три вороны», если К=1, то — «одна 
ворона» . ) 

4. Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , п е р е в о д я щ у ю з а д а н н у ю сум
му в р у б л я х (до 30 000 т ы с я ч в к л ю ч и т е л ь н о ) в ее полное 
н а з в а н и е . ( Н а п р и м е р : 

С У М М А ? 29320,25 — Д В А Д Ц А Т Ь Д Е В Я Т Ь Т Ы С Я Ч 
Т Р И С Т А Д В А Д Ц А Т Ь Р У Б Л Е Й Д В А Д Ц А Т Ь П Я Т Ь 
К О П Е Е К 

С о к р а щ а т ь слова н е л ь з я . 
5. Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я в ы д а с т с л о в а м и на

з в а н и е введенного действительного ч и с л а . ( Н а п р и м е р : 
25.23 — д в а д ц а т ь п я т ь ц е л ы х д в а д ц а т ь три сотых.) 

6. Ч и с л о я в л я е т с я п а л и н д р о м о м , если оно читается 
о д и н а к о в о слева н а п р а в о и с п р а в а н а л е в о . Р а с с м о т р и м 
некоторое н а т у р а л ь н о е число N. Е с л и это число не 
п а л и н д р о м , то изменим п о р я д о к его ц и ф р на о б р а т н ы й 
и с л о ж и м исходное число с п о л у ч и в ш и м с я . Если с у м м а 
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не п а л и н д р о м , то н а д ней повторяем то ж е действие 
и т. д., пока не получится п а л и н д р о м . Д о н а с т о я щ е г о 
в р е м е н и неизвестно , з а в е р ш а е т с я ли этот процесс д л я 
любого н а т у р а л ь н о г о N. 

Д а н ы н а т у р а л ь н ы е числа К, L, М (K^L). П р о в е р и т ь , 
верно ли , что д л я любого н а т у р а л ь н о г о числа из д и а п а 
зона от К до L процесс з а в е р ш а е т с я не позднее , чем 
после М т а к и х действий . Если нет, то в ы д а т ь числа , д л я 
которых процесс не з а в е р ш и л с я , и количество т а к и х 
чисел . 

7. Все к в а д р а т ы н а т у р а л ь н ы х чисел в ы п и с а н ы под
р я д , н а ч и н а я с единицы. О п р е д е л и т ь , к а к а я ц и ф р а 
стоит на N-м месте . 

8. Д о к а з а т ь , что в 16 -разрядной Э В М с объемом О З У 
192 К б а й т в л ю б о й момент времени t с у щ е с т в у ю т д в е 
ячейки , с о д е р ж а щ и е о д и н а к о в ы е ч и с л а . 

9. Р и м с к и е ч и с л а . 
а ) П р о в е р и т ь , п р а в и л ь н а ли з а п и с ь числа р и м с к и м и 

ц и ф р а м и . 
б) З а п и с а т ь д а н н о е целое число из д и а п а з о н а от 1 до 

1999 р и м с к и м и ц и ф р а м и . 
в) П е р е в е с т и число , з а п и с а н н о е р и м с к и м и ц и ф р а м и , 

в десятичную систему счисления . 
10. М о ж н о л и р а з б и т ь все н а т у р а л ь н ы е числа 1, 2, 3 , 

4 , 6, . . . на д в е т а к и е в о з р а с т а ю щ и е последовательности 
а „ аь а3,... и bb b2, Ь 3 , ч т о bk — ak = k д л я любого k — 1, 
2 , 3 , . . . ? П о введенному числу N определить , к а к о м у 
номеру оно соответствует и к а к о е число будет с ним 
в п а р е (не в ы п и с ы в а я все п р е д ы д у щ и е ак и bk). 

11. П о с л а н и е от внеземной ц и в и л и з а ц и и п р е д с т а в л я 
ет собой н а б о р из N символов , к а ж д ы й из которых 
я в л я е т с я нулем или единицей . Ч и с л о N я в л я е т с я про
изведением двух простых чисел и ученые п р е д п о л а г а ю т , 
что эта строка — з а к о д и р о в а н н а я п р я м о у г о л ь н а я « к а р 
т и н к а » , р а з м е р ы которой — м н о ж и т е л и числа N. 

С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я производит перекоди
ровку п о с л а н и я и п е ч а т а е т к а р т и н к и , з а м е н я я к а ж д ы й 
н у л ь пробелом , а единицу — звездочкой . 
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П р и м е р : 
N = 55 
П о с л а н и е : 
1010001011110100100000000101111010001010010010010 

100100010111 
12. Ч и с л а 4 6 8 1 6 м и 160125 Л п р е д с т а в л е н ы в р а з н ы х 

системах счисления с неизвестными основаниями 
< [ 1 0 и N^.10. С у щ е с т в у ю т ли т а к и е М и N, что эти 
числа р а в н ы ? 

13. Р а с с м о т р и м числовую последовательность , опре
д е л е н н у ю с л е д у ю щ и м о б р а з о м : а, = 10, a i + l = а ; + \/аь 

если 1. 
Вычислить все ц и ф р ы перед з а п я т о й а 

юоо члена . 
14. Н а п и с а т ь а л г о р и т м , который д л я вещественного 

числа х находит сумму хк'к, где k=l, 2, 128, исполь
зуя не более 258 у м н о ж е н и й и 256 сложений , у ч и т ы в а я 
о п е р а ц и и о р г а н и з а ц и и ц и к л а (возведение в степень не 
использовать ) . 

15. С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я выполняет с л о ж е 
ние двух п я т и р а з р я д н ы х двоичных чисел, пользуясь опе
р а ц и я м и «И», « И Л И » , « Н Е » и « С Д В И Г В Л Е В О » (на 
один р а з р я д ) , которые в ы п о л н я ю т с я так : 

3 ) С= А ; переменной С п р и с в а и в а е т с я значение чис
л а А, в котором нули з а м е н я ю т с я на 1, а едини
цы — на 0 ( О п е р а ц и я « Н Е » ) . 

2) С — А\/В— п о р а з р я д н а я о п е р а ц и я , р е з у л ь т а т вы
полнения которой о п р е д е л я е т с я т а б л и ц е й 1 (Опе 
р а ц и я « И Л И » ) . 

Т А Б Л И Ц А 1 
0 \ / 0 = 0 
0 v 1 = 1 
1 V 0 == 1 

1 V 1 = 1 
3) С = А/\В — п о р а з р я д н а я о п е р а ц и я , р е з у л ь т а т вы

полнения которой о п р е д е л я е т с я т а б л и ц е й 2 (Опе
р а ц и я «И») , 
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Т А Б Л И Ц А 2 
0 Д 0 = 0 
0 Д 1 = 0 
1 Д 0 = 0 
1 А 1 = 1 

4) С — -*-А — п о р а з р я д н ы й сдвиг влево , т. е. i-я р а з 
р я д С получает значение ( г + 1 ) - г о р а з р я д а числа 
А, 5-й ( м л а д ш и й ) р а з р я д С с тановится р а в н ы м 0. 
К а ж д о е из исходных чисел меньше 10 000 2 . 

16. Д л я з а д а н н о г о К найти т а к о е N, что в десятичном 
числе 2 V встретится К нулей п о д р я д . 

17. П о з а д а н н о м у п составить п р о г р а м м у в ы ч и с л е н и я 

Оценить , д л я к а к и х достаточно больших п будет 
р а б о т а т ь э т а п р о г р а м м а . 

18. С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я в полной з а п и с и 
числа 77! (77 ф а к т о р и а л ) у к а ж е т в п о р я д к е у б ы в а н и я 
номера р а з р я д о в , с о д е р ж а щ и х ц и ф р у 7. 

П р и м е ч а н и е . Разряды числа нумеруются в следующем поряд
ке: разряд единиц имеет номер 1, десятков — 2, сотен — 3 и т. д. 

19. И з з а д а н н о г о н а т у р а л ь н о г о числа в ы ч е р к н у т ь 
k ц и ф р так , чтобы полученное число было в о з м о ж н о 
б о л ь ш и м . 

20. Н а й т и все десятичные ц и ф р ы числа 100! — 2 1 0 0 . 
2 1 . Н а п р а в и л ь н о идущих ч а с а х с 12-часовым ци

ф е р б л а т о м имеются ч а с о в а я , м и н у т н а я и с е к у н д н а я 
с т р е л к и , д в и ж у щ и е с я п л а в н о (без скачков ) . 

В к а к о е в р е м я все стрелки о б р а з у ю т м е ж д у собой 
у г л ы 120°? К а к долго з а сутки у г л ы , о б р а з о в а н н ы е 
м е ж д у всеми с т р е л к а м и , одновременно будут в п р е д е л а х 
от 119° до 121°? 

22 . З а д а н а т а б л и ц а чисел. Алгоритм на к а ж д о м ш а г е 
в ы б и р а е т в этой т а б л и ц е строку (или столбец) , с у м м а 
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элементов которой меньше н у л я , и у м н о ж а е т все эти 
элементы на (— 1). 

Д о к а з а т ь , что алгоритм не м о ж е т р а б о т а т ь беско
нечно долго . 

2 3 . Д а н о н а т у р а л ь н о е число п, я в л я ю щ е е с я к в а д р а 
том некоторого другого н а т у р а л ь н о г о числа . 

С о с т а в и т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я в ы ч и с л я е т га1/2, ис
пользуя только о п е р а ц и и с л о ж е н и я и в ы ч и т а н и я . 

24. Н а й т и з н а ч е н и е ф у н к ц и и F ( 1 9 9 0 ) , вычисляемой 
по с л е д у ю щ е м у алгоритму : 

цел а л г F (цел к ) 
нач 
цел с, m, a l , а2 

с : = 0 ; a l : = l , а 2 : = — 3 ; т : = = 1 
нц пока т < к 

если а 1 > 0 
то 

с : ==c-f -m 
иначе 

с : = с — т 
все 
a l : ==al + a2; а 2 : ==al — а2; a l : ==a l — а2; 
т : = rn + 1 

к ц 
з н а ч : ==с 

кон 

П р и д у м а т ь а л г о р и т м д л я вычисления этой функции , 
в з а п и с и которого не и с п о л ь з у ю т с я к о м а н д ы ветвления 
и ц и к л а . 

25 . В ы ч и с л и т ь значение функции F(n) = m, где т — 
число з н а к о в , с о д е р ж а щ и х с я в десятичной записи чис
л а га! 

26 . Известно , что д л я л ю б ы х н а т у р а л ь н ы х чисел 
а и Ь существуют т а к и е ц е л ы е числа и и v, что спра 
в е д л и в а ф о р м у л а : au-{-bv = WOJX(а, Ь). П о введенным 
а и Ь найти к а к и е - н и б у д ь и и v. 
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27. В круге стоит N человек , п р о н у м е р о в а н н ы х п о 
п о р я д к у от 1 до N. П р и р а с ч е т е на первый-второй , 
н а ч и н а я с первого человека , к а ж д ы й второй выходит из 
к р у г а , до тех пор , пока не останется один человек . 

Д о к а з а т ь , что его номер м о ж н о найти с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м : п р е д с т а в и т ь N в двоичной системе счисления , 
з а т е м п о с т а в и т ь к р а й н и й л е в ы й единичный бит числа 
после с а м о г о правого р а з р я д а числа . 

Н а п р и м е р : N = 1 2 = 1 1 0 0 2 , номер последнего человека 
1 0 0 1 2 = 9. 

УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ 
ПОВЫШЕННОЙ СЛОЖНОСТИ 

! . Вспомним, что п р и з н а к о м д е л е н и я на 9 в десятич
ной системе счисления я в л я е т с я д е л и м о с т ь на 9 с у м м ы 
ц и ф р ч и с л а . Д е й с т в и т е л ь н о , пусть есть число 

S = a „ . 1 0 " + fl„_110',-, + . . . + a , 1 0 + flo, 

тогда 

S m o d 9 = ( a n ( 1 0 " - l ) + a n + a „ _ I ( 1 0 " - 1 - l ) + a n _ 1 + 

+ + a , ( 1 0 — l) + al + a0)mod 9. 

А т а к к а к I0k— 1 д е л и т с я на 9 н а ц е л о , то и 

S mod 9 = ( а я + . . . + а , + а 0 ) mod 9. 

Аналогично получаем , что п р и з н а к о м д е л е н и я на 
15 в системе счисления с основанием 16 будет д е л и м о с т ь 
на 15 с у м м ы всех ш е с т н а д ц а т е р и ч н ы х ц и ф р ч и с л а . 

Р а з б и в а е м двоичное число с п р а в а н а л е в о на т е т р а д ы , 
которые однозначно м о ж н о п р е о б р а з о в а т ь в ш е с т н а д ц а -
теричные ц и ф р ы , находим их с у м м у и д е л и м ее на 15. Е с 
л и остаток 0, то введенное число д е л и т с я на 15, иначе — 
не д е л и т с я . 

2. а ) Д л я р е ш е н и я з а д а ч и не н у ж н о в з в е ш и в а т ь 
п и л ю л и из к а ж д о г о ф л а к о н а , т. е. производить 10 взве -
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ш и в а н и й . Д о с т а т о ч н о одного в з в е ш и в а н и я д л я определе 
ния ф л а к о н а с повышенной дозой л е к а р с т в а . 

Д л я этого необходимо в з я т ь 1 п и л ю л ю из первого , 
2 п и л ю л и из второго, 3 п и л ю л и из третьего . . . 10 п и л ю л ь 
из десятого ф л а к о н а . З а т е м с л е д у е т п о л о ж и т ь 55 ото
б р а н н ы х п и л ю л ь на одну ч а ш у весов и взвесить их. Если 
бы все пилюли б ы л и с допустимой дозой л е к а р с т в а , их 
м а с с а составила бы 550 мг. П р е д п о л о ж и м , что пилюли 
весили 551 мг, или на 1 мг больше , чем следует . Это 
значит , что имеется ровно одна п и л ю л я с повышенной 
дозой л е к а р с т в а , а ровно одна п и л ю л я была извлечена 
из первого ф л а к о н а . Если бы м а с с а 55 пилюль о к а з а л а с ь 
на 3 мг больше нормы, то это о з н а ч а л о бы, что среди 
о т о б р а н н ы х п и л ю л ь имеются 3 п и л ю л и с повышенной 
дозой л е к а р с т в а . И х м о ж н о было извлечь только из 
третьего ф л а к о н а . Т а к и м о б р а з о м количество в з в е ш и в а 
ний м о ж н о понизить до 1. 

б) М е т о д р е ш е н и я , позволивший з а одно в з в е ш и в а н и е 
о п р е д е л и т ь ф л а к о н , с о д е р ж а щ и й л е к а р с т в а с повышен
ной дозой, в д а н н о м с л у ч а е не применим, о д н а к о его 
м о ж н о м о д и ф и ц и р о в а т ь . 

Д л я того чтобы р е ш и т ь з а д а ч у , необходимо восполь
з о в а т ь с я последовательностью, к о т о р а я бы сопоставля 
л а к а ж д о м у ф л а к о н у отличный от других номер и о б л а 
д а л а бы еще одним д о п о л н и т е л ь н ы м свойством: сумма 
членов любой ее подпоследовательности д о л ж н а быть 
отличной от с у м м ы членов любой другой ее подпоследо
вательности . П р и м е р о м такой последовательности м о ж е т 
с л у ж и т ь с л е д у ю щ а я : 1, 2, 4, 8, все члены ее — степе
ни числа 2. Эта последовательность л е ж и т в основе 
двоичной системы счисления . 

Р е ш е н и е з а д а ч и состоит в том, чтобы в з я т ь 1 п и л ю л ю 
из первого з а к о н а , 2 п и л ю л и из второго, 4 пилюли из 
третьего и т. д., з а т е м с о б р а т ь все о т о б р а н н ы е пилюли 
и взвесить . П р е д п о л о ж и м , что пилюли о к а з а л и с ь на 
27 мг т я ж е л е е , чем нужно . Т а к к а к к а ж д а я пилюля 
с повышенной дозой л е к а р с т в а т я ж е л е е нормальной на 
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1 мг, то, р а з д е л и в 27 на 1, мы получим 27 — число более 
т я ж е л ы х пилюль . 

З а п и ш е м число 27 в двоичной системе: 11011. Д в о 
ичные р а з р я д ы , в которых стоят единицы, говорят н а м , 
какие степени числа 2 в с у м м е д а ю т двоичное число 
11011 (или десятичное число 27): 1, 2, 8, 16. Единицы 
стоят в первом, втором, четвертом и пятом двоичных 
р а з р я д а х . С л е д о в а т е л ь н о , непригодные пилюли с повы
шенным с о д е р ж а н и е м л е к а р с т в а находятся в первом, 
втором, четвертом и пятом ф л а к о н а х . 

3 . П р и представлении числа в троичной системе счис
ления обычно используются ц и ф р ы 0, 1 и 2. О д н а к о 
можно использовать ц и ф р ы 1, 0 и — 1 . Д л я получения 
такой записи поступим с л е д у ю щ и м о б р а з о м : будем пере
водить М в троичную систему счисления , и к а ж д ы й р а з , 
когда при делении на 3 будет получаться 2, будем увели
чивать частное на 1, а в остатке писать (— 1). Н а п р и м е р : 

2 4 ш = 1000 3 — 10 3 = 1 - З 3 + 0 - З 2 — 1 - 3 ! + 0-3° . 

Груз V п о л о ж и м на первую ч а ш у весов. Грузы с ко
э ф ф и ц и е н т о м в р а з л о ж е н и и — 1 поставим на эту ж е 
ч а ш у , а грузы с коэффициентом 1 — на д р у г у ю . 

О б ъ я с н и т е , почему д а н н ы й а л г о р и т м р а б о т а е т . 
О п и ш и т е процесс у р а в н о в е ш и в а н и я груза неизвест

ной массы на ч а ш е ч н ы х весах , используя ту ж е систему 
гирь . 

4. Алгоритм: 

c n t : = 0 ; {cnt — счетчик единиц в i.} 
whi le ( i < > 0 ) do {цикл повторяется число раз ,} 
b e g i n {равное числу единиц в i.} 

i : = ( i — 1) and I ; {«Убираем» к р а й н ю ю с п р а в а } 
c n t : = c n t + 1 ; {единицу в двоичной записи} 

end; {числа.} 

П р и м е р . 110 = / 
101 = г - 1 

100 = 1 and ( t— 1) 
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5. П у с т ь ак— k-i\ член последовательности . Р а с с м о т 
рим последовательность , ф о р м и р у е м у ю по с л е д у ю щ е м у 
п р а в и л у : а 0 = 0; ф р а г м е н т а 0 . . . а 2 № _ , , п о л у ч а е м приписы
в а н и е м к ф р а г м е н т у а0...а^ ...„ с п р а в а аналогичного 

ф р а г м е н т а , в котором к а ж д ы й член увеличен на едини
цу. П о л у ч а е м 0 - > 01 -*• 0112 0 1 1 2 1 2 2 3 - к . . . 

Д о к а ж е м , что ак есть с у м м а е д и н и ц в двоичном 
п р е д с т а в л е н и и числа /г. Д о к а з а т е л ь с т в о проведем по 
индукции . Д л я а 0 = 0 это с п р а в е д л и в о . П у с т ь предполо
ж е н и е с п р а в е д л и в о д л я всех аь 0 ^ г * ^ 2 * - 1 — 1 (т. е. д л я 
всех чисел г, состоящих из не более чем (k—1) двоич
ных р а з р я д о в ) . Тогда в двоичном р а з л о ж е н и и числа /, 
2 * ~ 2 * , в k-ш р а з р я д е п о я в л я е т с я д о б а в о ч н а я едини
ца , и поэтому а г = 1 + « / — 2k—1. 

Возьмем а ; mod 3 и получим число , с т о я щ е е на г-м ме
сте в последовательности , описанной в условии з а д а ч и . 

Д л я того чтобы найти а,-, необходимо по д о к а з а н н о м у 
сосчитать количество единиц в двоичной з а п и с и числа 
i ( см. з а д а ч у 4). 

6. Б у д е м менять м е с т а м и с о д е р ж и м о е переменных 
А я В. С у щ е с т в у е т несколько способов с д е л а т ь это. 

1) О п е р а т о р З н а ч е н и е в А З н а ч е н и е в В 
А=А + В; А + В В 
В = А — В\ А + В А 
А=А — В; В А 

2) М о ж н о использовать логическую о п е р а ц и ю XOR 
( и с к л ю ч а ю щ е е И Л И ) . Т а б л и ц а истинности д л я XOR 
с л е д у ю щ а я : 

1 X O R 1 = 0 1 X O R 0 = l 
0 X O R 0 = 0 0 X O R 1 = 1 

О п е р а ц и я XOR н а д д в у м я п е р е м е н н ы м и в м а ш и н е 
р е а л и з у е т с я к а к побитовая о п е р а ц и я н а д двоичным пред
с т а в л е н и е м чисел. Поэтому , в частности , AXORA = 0, 
A XOR В = В XOR А, Л X O R 0 = H. 
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О п е р а т о р З н а ч е н и е в Л З н а ч е н и е в В 
А = Л XOR В AXORB В 
B = AXORB A XOR В (Л XOR S ) X O R В = 

=А X O R ( B X O R B ) = 
=AXOR0=A 

А=А XOR В (A XOR В) XOR Л = Л 
= В X O R ^ X O R Л ) = B 

7. Если р а с с м о т р е т ь битовые п р е д с т а в л е н и я числа 
Л [г, / ] , помечающего точку (г, / ) , и чисел г и / , то о б н а р у 

ж и в а е т с я , что Л [/', / ] = i X O R / , откуда п о л у ч а е т с я , что 
Л [г, / ] X O R / = / , Л [/, / ] XOR j = i. 

П о к а ж е м , что Л [г, / ] = = / X O R / . 
1) Ч и с л о Л [/, / ] = / X O R / не встречалось е щ е ни 

в строке i, ни в столбце / . О т противного: существует 
такое / ' , что 

i X O R j = i XOR XOR / X O R t = 
= i X O R / ' X O R i = > / ' = / ; 

2) Пусть существует такое £ < i XOR /', что & = 
= / X O R L — j XOR Af, и k еще не встречалось в строке 
i и столбце / (напомним, что по п р е д п о л о ж е н и ю все 
о с т а л ь н ы е у ж е з а п о л н е н н ы е элементы р а в н ы i XOR / , 
поэтому L>j и M>i). 

Тогда , т а к к а к M>i, то существует бит с номером 
t такой , что д л я любого R>t биты Мг и ir р а в н ы , t=u 
бит М(=\, /( = 0. Н о т а к к а к 

/ X O R M < j X O R i, то / , = 1. 

Т а к к а к L > / и L XOR i — / XOR Af, то L = 
— / XOR Af XOR L Р а с с м о т р и м i XOR Af. В силу в ы ш е 

с к а з а н н о г о д л я любого бита с номером R, R>t, 

( « X O R M ) r = 0, a ( i X O R A f ) , = l . 

П р и этом / ; = 1 , следовательно 

( i X O R / X O R M ) f = / r д л я r>t 
и 

( f X O R / X O R M ) , = 0 д л я r=t7 

т. е. L < C / ? ! П о л у ч и л и противоречие . 
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8. Введем переменную NX = N. П у с т ь Nx и М з а д а н ы 
в десятичной системе счисления . П е р е в е д е м дробь Мх/М 
в систему счисления с основанием р. 

П у с т ь в системе с основанием р и с к о м а я дробь О, 
аха2.... П о л у ч а е м : 

а, • р ~ 1 + а2 • р~2 +... = NJM. 

У м н о ж и м п р а в у ю и левую части р а в е н с т в а на р: ах-\~ 
- f - а 2 - p ~ l + ... = Nx~p/'М. В ы д е л я я целую часть в ы р а ж е н и й 
с л е в а и с п р а в а от з н а к а р а в е н с т в а , п о л у ч а е м : ах есть 
ц е л а я часть от (Nx-p/M). О б о з н а ч и м N2 = Nx• р mod М\ 
очевидным о б р а з о м получаем а2-р~1 + ••• = N2/M. Д о м н о -
ж а я на р и находя целую часть , опять ж е имеем: а2 есть 
ц е л а я ч а с т ь от (N.2-p/M); п р о д о л ж а я аналогично , опреде
л я е м к о э ф ф и ц и е н т ы а3, а , и т. д. 

В ходе в ы д е л е н и я цифр а,- мы м о ж е м получить р а з 
личных значений Nt не более чем М (по приведенному 
а л г о р и т м у в ы ш е у нас всегда А / ; < Л/). 

Если вдруг какие-то два остатка с о в п а д а ю т : /V, == /V •, 
1ф\, то с о в п а д а ю т и ц и ф р ы р а з л о ж е н и я : a i + x = a j + x , 
a i + 2 = aJ+2> •••> т. е. ц и ф р ы (ai+x, а/) о б р а з у ю т один из 
к р а т н ы х периодов . Н а м надо найти м и н и м а л ь н у ю длину 
такой периодически п о в т о р я ю щ е й с я последовательности , 
к о т о р а я р а в н а количеству цифр м е ж д у д в у м я б л и ж а й 
шими п о в т о р я ю щ и м и с я о с т а т к а м и , и сами ц и ф р ы . 

П о с т у п а е м с л е д у ю щ и м о б р а з о м . В ы д е л я е м М ц и ф р 
р-ичной дроби (исходя из в ы ш е с к а з а н н о г о , к этому мо
менту период у ж е о б я з а н н а ч а т ь с я ) . З а п о м и н а е м Nm 

и ищем п е р в ы й т а к о й остаток Nb k> пг, что Nm == Nlr 

Величина k—m к а к р а з и есть и с к о м а я д л и н а периода . 
9. О б о з н а ч и м : р — числитель , а q — з н а м е н а т е л ь ис

комой д р о б и . В н а ч а л е р = 0; q= 1. Если p/q меньше г, то 
увеличим числитель , если p/q меньше искомой дроби , то 
увеличим з н а м е н а т е л ь . Если p/q —г, то решение найде
но. Если q>qmn, то из всех полученных дробей в ы б и р а 
ем ту, которая б л и ж е всех к г. 
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Ф р а г м е н т п р о г р а м м ы : 

wr i t e ( / r , q m a x = / ) ; r ead ln{ r , qmax) ; 
р : = 0 ; q : . = l ; m i n : = r; 
R E P E A T 

I F p / q < r T H E N p : = p + l E L S E q : = q + l; 
d : - = a b s ( r — p / q ) ; 
IF d < m i n T H E N 

B E G I N 
m i n : = d ;wr i t e ln (p : 7 / / ' , q ) 

E N D 
U N T I L ( q > = q m a x ) O R ( d = G ) ; 

10. Так как q<Lp, то ц и ф р ы а и b д о л ж н ы л е ж а т ь 
в п р е д е л а х от 0 до я — 1. Р а с п и ш е м А в системе с основа
нием р: 

А = = 1 + Ъ + " + ' (ap + b) + -L(ар + Ь)+...= 

= (ар + Ь)(р-2 + р-* + ...) = 

(находим сумму бесконечно у б ы в а ю щ е й геометрической 
прогрессии со з н а м е н а т е л е м р~2} 

Аналогично д л я А в системе с основанием ц выполня 
ется равенство 

П о л у ч а е м 

(bq + а ) ( р 2 - 1) = (а/> + b)(q1 - 1), 
a[p(q2-l)-(p2-l)} = b[q(p2-l)-(q2-l)]. 

В ы ч и с л я е м в ы р а ж е н и я в к в а д р а т н ы х скобках , обо
з н а ч и в их соответственно и и v: au = bv. 

Н а х о д и м Н О Д (и, v) = s; обозначим r — a/s, f=v/t>. 
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П о л у ч а е м ar — bf, г и / в з а и м н о простые числа , 
с л е д о в а т е л ь н о , р е ш е н и я м и этого р а в е н с т в а будут числа 

a = fk, b = rk, ft==l, 2, 

при этом мы берем только те а и Ь, д л я которых одновре
менно в ы п о л н я е т с я афЬ, a<Cq, b<q. Д л я н а х о ж д е н и я 
Н О Д используется а л г о р и т м (3.8). 

11 . Непосредственное вычисление к о о р д и н а т концов 
отрезков , п р и н а д л е ж а щ и х м н о ж е с т в у Кп, и определение , 
п р и н а д л е ж и т ли а/b одному из этих отрезков , д а е т 
неверный ответ д л я б о л ь ш и н с т в а входных д а н н ы х . Это 
с в я з а н о с тем, что д а ж е д л я не с л и ш к о м больших из-за 
ограниченного числа з н а к о в в м а ш и н н о м п р е д с т а в л е н и и 
чисел с п л а в а ю щ е й точкой происходит потеря точности 
при вычислении . П р и больших п вообще будет н а б л ю 
д а т ь с я потеря значимости : число при д е л е н и и на 3 ста 
нет т а к и м м а л ы м , что в м а ш и н е оно будет п р е д с т а в л я т ь 
ся нулем . 

Р а с с м о т р и м другой метод р е ш е н и я этой з а д а ч и . Т а к 
к а к мы постоянно д о л ж н ы д е л и т ь отрезки на три части , 
то это н а т а л к и в а е т на м ы с л ь и с п о л ь з о в а т ь троичную 
систему счисления и троичные дроби . 

В п е р в ы й из у д а л е н н ы х и н т е р в а л о в ( 1 / 3 , 2 / 3 ) по
п а д а ю т только те точки х = 0, аха2а2..., в троичном р а з л о 
ж е н и и которых а{ = \, кроме точки 1/3 = 0, 1000...— 
п р а в о г о конца о т р е з к а [0, 1/3]. Т а к и м о б р а з о м , в / ( , 
о с т а ю т с я все те точки, у которых ахФ\, либо а , = 1, 
а 2 = а 3 = ... = 0. Аналогично , в м н о ж е с т в е /С,-, г ' ^ 0 , содер
ж а т с я точки, у которых ни одно из чисел а,-, 1 ^ / ^ г , не 
р а в н о 1, а т а к ж е точки, у д о в л е т в о р я ю щ и е условию: а , = 
= 1, / — фиксировано , 1 ^ / ^ г , а1Ф\, / < / , и а, = 0 д л я 
любого / > / (т. е. в з а п и с и троичной дроби только одна 
позиция р а в н а 1, после нее все о с т а л ь н ы е позиции 
нулевые . Эти дроби соответствуют п р а в ы м к о н ц а м отрез
ков из м н о ж е с т в а /С,-). 

З а п и с ь а л г о р и т м а на я з ы к е П а с к а л я имеет вид: 
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x : = a ; i : = l ; 
w h i l e ( i < = n ) a n d ( x < > 1) a n d ( a < C > 0 ) do 
b e g i n 

a : = a*3 mod b; 
x : = a * 3 d i v b ; 

end; 
i f ( x = 1) a n d ( a < > 0 ) a n d ( n < > 0 ) 
t hen w r i t e l n ( ' H e п р и н а д л е ж и т ' ) 
e l se w r i t e l n ( ' П р и н а д л е ж и т ' ) ; 

12. Ч и с л о K = 2"~1 (2p—l) в двоичном п р е д с т а в л е н и и 
имеет р единиц н р—1 нулей. М а к с и м а л ь н о е з н а ч е н и е 
р о п р е д е л я е т с я к а к [ l o g 2 ( i V ) / 2 ] + 1. З а т е м п р о в е р я е т с я , 
я в л я е т с я л и число с о в е р ш е н н ы м д л я полученного з н а ч е 
ния р. О н о я в л я е т с я с о в е р ш е н н ы м , если д л я простого 
з н а ч е н и я р число 2Р— 1 я в л я е т с я простым. Д о к а ж е м этот 
ф а к т . 

П у с т ь 2Р—l = q. Д е л и т е л я м и числа К, в к л ю ч а я с а м о 
число К, я в л я ю т с я с л е д у ю щ и е числа : 

1,2,2 2 , . . . ,2"- \ 
q,2q,22q,...,2»-lq. 

З а п и ш е м с у м м у этих делителей 
1 + 2 + ... + 2 " - 1 + ? ( 1 + 2 + ... + 2 " - ' ) , 

к о т о р а я р а в н а 
( 1 + 2 + ... + 2 " - 1 ) ( 0 + 1 ) = ( 1 + 2 + ... + 2 " - 1 ) . 2 ' ' . 

С у м м а в с к о б к а х есть с у м м а п е р в ы х р членов геометри
ческой прогрессии с п е р в ы м членом 1 и з н а м е н а т е л е м 2, 
она р а в н а 2Р—\ — q. 

Т а к и м о б р а з о м , с у м м а всех делителей числа К есть 
2p-q = 2-2"~lq, а с у м м а всех делителей , к р о м е с а м о г о 
числа K = 2p~{q, р а в н а 

2-2"-lq-2p-lq = 2p-lq = K. 
Ч и с л о Р р а в н о с у м м е всех своих делителей , з а и с к л ю 

чением его самого , следовательно , оно я в л я е т с я совер
ш е н н ы м . 
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Если получили несовершенное число, у м е н ь ш а е м р на 
1 и снова п р о в е р я е м , я в л я е т с я ли число со в ер ш енн ым . 

С о в е р ш е н н ы е числа получаются д л я значений р, р а в 
ных, н а п р и м е р , 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 3 1 , 6 1 , 89, 107, 127. 

13. З а п и ш е м у р а в н е н и е в виде 

sXeAk + pY^nYmAt + rX. 

П р и р а в н и в а я к о э ф ф и ц и е н т ы при X, А и У, получаем: 

X\se = k 
A\sk = nt (*) 
Y\p — nm 

Т а к к а к к о э ф ф и ц и е н т ы в ф о р м у л е д о л ж н ы быть 
в з а и м н о простыми, то следует найти Н О Д чисел 
к и t ( а л г о р и т м 3.8). Пусть (к, t) = d. Тогда s(k/d) = 
= п (t/d), и числа k/d и t/d я в л я ю т с я в з а и м н о простыми, 
следовательно , n = k/d, a s = t/d. 

И с п о л ь з у я ф о р м у л ы (*), находим о с т а л ь н ы е коэффи

циенты. 
14. П о з а д а н н ы м к о о р д и н а т а м трех вершин мы мо

жем найти п л о щ а д ь т р е у г о л ь н и к а ABC: 

Sabc = (bx — ay)/2. 

Если а — 0, то м и н и м а л ь н а я п л о щ а д ь Smill = b/2, если 
b = 0, то Smin = a / 2 . Если ж е обе к о о р д и н а т ы отличны 
от нуля , то из а л г о р и т м а Е в к л и д а д л я н а х о ж д е н и я 
Н О Д (а, Ь) следует с у щ е с т в о в а н и е таких целых х и у, что 
I Ьх — иу \ = П О Д (а, Ь), и именно эти х и у минимизиру
ют п л о щ а д ь т р е у г о л ь н и к а ABC. 

Н а х о ж д е н и е Н О Д — а л г о р и т м 3.8. 
15. О б о з н а ч и м 5 = Н О Д (V, , V„). Д о к а ж и т е , что 

если V д е л и т с я н а ц е л о на S, то в сосуд с помощью банок, 
м о ж н о н а л и т ь V л и т р о в воды, иначе — нет. 

16. З а в е д е м два м а с с и в а : t [0..N -|- 1 ] и S [О../V-f-11. 
Э л е м е н т ы массивов — б а й т ы . В Е будем х р а н и т ь теку
щую частичную сумму 

е „ = 1 + 1 / 1 ! + 1 / 2 ! + . . . + 1 / ( й - 1 ) ! , (*) 
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вычисленную с т о ч н о с т ь ю ' " J V + i з н а к о в после з а п я т о й 
(в ячейке E[i] х р а н и т с я значение г'-го р а з р я д а после 
з а п я т о й , т. е. коэффициент при 10 " ' ) . В массиве S будет 
х р а н и т ь с я последнее с л а г а е м о е частичной с у м м ы , т. е. 
1 l(k—1)! (опять ж е в S[i] находится i-я ц и ф р а после 
з а п я т о й , все н е з н а ч а щ и е ц и ф р ы , р а з у м е е т с я , нули) . 

Оценим погрешность ф о р м у л ы (*) с учетом равенства 

е _ 1 + 1 /1 ! + 1/2! + . . . + + . 

Погрешность п р е д с т а в л е н и я числа е будет 

/•' \п] = е - е а = 1 / ( « + 1 ) ! + 1 / ( я + 2)! + . . . = 

= 1 / ( « + 1 ) ! ( 1 + 1/(« + 2 ) + 1 / ( « + 2 ) ( « + 3) + . . . ) = 

= 1 / ( 1 + / г ) ! ( 1 + 1/(« + 2 ) + 1 / ( я + 2 ) 2 + . . . ) = 
_ 1 1 _ 1 п + 2 
_ ( л + 1 ) ! ' l _ ( n + 2 ) - ' ~ (П+\)\ ' П+\-

Т а к к а к FM< Ю ~ 1 0 0 2 , то д л я вычисления , н а п р и м е р , 
1000 з н а к о в после з а п я т о й достаточно С = 150 итераций . 

Будем д е л и т ь число, п р е д с т а в л е н н о е массивом S, на 
очередное число k. Р е з у л ь т а т \/k\ п р и б а в и м к масси
ву Е. С л о ж е н и е р е а л и з у е т с я так : 

p e r e n o s : = 0 ; {перенос из п р е д ы д у щ е г о р а з р я д а ) 
for i : = N + 1 down to 0 do 
b e g i n 

H Ii]: = E [ i ] + S [ i ] + p e r n i o s ; 
p e r e n o s : — E [i] div 10; {формируем новый перенос) 
E [ i ] : = E [ i ] mod 10; {корректируем E [i]} 

end; 

Вычисление новых с л а г а е м ы х и с у м м и р о в а н и е прово
дится С р а з . 

Р а с с м о т р и м процедуру деления S на К. Д е л и т ь будем 
т а к , к а к это обычно д е л а е т с я вручную — «столбиком»: 

т : = 0; { т — текущее делимое , m — L o n g i n t } 
for i : = 0 to N + l do 
b e g i n 
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m : = m * 10 -f- a [i]; {дописываем к делимому сзади} 

{одну ц и ф р у } 
a [ i ] : = m div к {находим очередную цифру ча 

стного} 
m : = = m mod к; {и очередное делимое} 

end; 

О б ъ я с н и т е , почему a [i] л е ж и т в п р е д е л а х от 0 до 9. 
П о п ы т а е м с я вычислить еп, используя схему Горнера : 

• . - ( • • • ( ( ± + ' ) - ^ + ' ) - ^ + - К + ' -
С н а ч а л а п о л а г а е м Е [ 0 ] = 1; з а т е м д е л и м «столбиком» 

число, п р е д с т а в л я е м о е Е, на 450 и з а п о м и н а е м ц и ф р ы 
частного снова в Е. З а т е м в ы п о л н я е м Е [0 ] : = Е[0]-j- 1, 
д е л и м Е на 449 и т. д. 

О б р а т и т е в н и м а н и е на то, что во втором способе при 
использовании схемы Горнера не надо производить сум
м и р о в а н и е массивов Е и S, поэтому скорость р а б о т ы 
у в е л и ч и в а е т с я в 2 р а з а . 

17. В переменной с т а н д а р т н о г о типа т а к о е большое 
число не поместится . Б у д е м м о д е л и р о в а т ь возведение 
2 в степень п, в ы ч и с л я я п о с л е д о в а т е л ь н о 2 1 , 2 2 , 2". 
Ц и ф р ы полученных на к а ж д о м ш а г е степеней двойки 
будем х р а н и т ь в м а с с и в е . В к а ж д о й я ч е й к е м а с с и в а 
будем х р а н и т ь по ( н а п р и м е р ) 4 десятичных ц и ф р ы числа 
(т. е. в элементе Л [1] — 4 последних ц и ф р ы числа ( р а з 
р я д ы 0—3) , в Л [2] — 4 предпоследних ( р а з р я д ы 4—7) 
и т . д.) . 

О ц е н и м количество д е с я т и ч н ы х ц и ф р в числе 2", 
и < 1 0 0 0 . Это 10 0 0 0 . 1 o g 2 1 0 + К 1 5 000 цифр . -Количество 
элементов м а с с и в а возьмем р а в н ы м 15 0 0 0 / 4 = 3750. Вве
дем п е р е м е н н у ю Nach, в которой будем х р а н и т ь индекс 
э л е м е н т а м а с с и в а Л , в котором находятся с т а р ш и е зна
ч а щ и е р а з р я д ы в ы ч и с л я е м о г о сейчас числа . П р и умно
жении на 2 т е к у щ е г о числа будем у м н о ж а т ь на 2 к а ж 
д ы й э л е м е н т м а с с и в а , н а ч и н а я с первого и з а к а н ч и в а я 
элементом с номером Nach. Если какой-то из элементов 
м а с с и в а больше 9999, то производим перенос единицы 
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в с л е д у ю щ и й р а з р я д . Если был перенос единицы в р а з 
р я д Nach -f- 1, то значение переменной Nach увеличим 
на 1. 

18. М ы м о ж е м п р е д с т а в и т ь N1 в виде произведения 
простых с о м н о ж и т е л е й : 

A/! = 2 ' , 2 . 3 * , : , . 5 ' ' 5 . 7 ' ' 7 - . . . , 

где Ар — п о к а з а т е л ь степени, с которой простое число 
р входит в р а з л о ж е н и е . Видно, что нулей в конце числа 

столько ж е , сколько нулей в конце произведения 2 ' ' 2 -5 Л г ' , 
но т а к к а к Л 2 > Л 5 , то количество нулей р а в н о Л 5 . 

Д л я того чтобы найти Л 5 , необходимо в ы ч и с л и т ь 
сумму 

где [ ] — ц е л а я часть числа . 
К а ж д о е пятое число в произведении Л'! д е л и т с я на 5, 

к а ж д о е д в а д ц а т ь пятое число еще р а з д е л и т с я на 5, 
к а ж д о е 5 3 число еще р а з д е л и т с я на 5 и т. д. Т а к и м 
о б р а з о м в (*) мы находим, сколько чисел в произведении 

N\ д е л и т с я на 5. 
Ф р а г м е н т п р о г р а м м ы в ы г л я д и т с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

к : = 5 ; 
s : = 0 ; 
r e p e a t 

s : = s - j - N div k; 
к : = к * 5; 

un t i l ( k > N ) ; 

После р а б о т ы цикла в переменной S будет находить
ся л 5 . 

19. Н а й д е м простые м н о ж и т е л и числа Р. П у с т ь это 
будут ри рк. Д л я к а ж д о г о м н о ж и т е л я pt найдем число 
s, — степень, с которой р, входит в р а з л о ж е н и е Р на 
простые с о м н о ж и т е л и . К а к и в з а д а ч е 18, найдем м а к с и -
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м а л ы ш е числа ти ТК, т а к и е , что ЛП д е л и т с я на р, 
в степени ТЬ но не д е л и т с я на PT в степени MI+L. 

П о л у ч а е м д л я н а х о ж д е н и я Т с л е д у ю щ е е уравнение : 
m , т 0 т , 

N\ = Pi'-p.i

2-...-pk

i-R 

Г д е R=N\/IP";I-P:>-...-P:*I 
М и н и м а л ь н о е из чисел m . d i v S j и даст искомую сте

пень М. 
Р а с с м о т р и м п р и м е р : N = 1 5 , Р = 1 3 5 . Р = 3 - 3 - 3 - 5 = 

= 3 3 - 5 , P L = 3,SL = 3, /я, = 15 div 3 + 1 5 d i v ( 3 - 3 ) = 6; р 2 = 5 , 
s 2 = l , m 2 = 1 5 d i v 5 = 3 . 

П о л у ч а е м , что М = min {6 div 3, 3 d i v l } = 2. 
О б ъ я с н и т е , почему мы не можем применить ф о р м у л у 

M = N div P + N div P 2 + J V div P 3 + . . . . 

20. Воспользуемся тем, что д л я N ^ i в ы п о л н я е т с я 
неравенство N^.(N — 2 ) - 2 , т. е. р а з б и в а т ь число на 
с л а г а е м ы е , большие 3, не имеет с м ы с л а . В ы д е л я е м из 
числа N с л а г а е м ы е - д в о й к и , пока не получим остаток 
меньший либо р а в н ы й 3 (остаток может быть либо 3 , 
либо 2). Т а к к а к 2 • 2 • 2 < 3 • 3 , то з а м е н и м к а ж д ы е три 
двойки на две тройки . Полученное р а з л о ж е н и е и я в л я 
ется искомым. 

Р а з б е р и т е с а м о с т о я т е л ь н о случаи : 
1) когда необходимо м а к с и м и з и р о в а т ь произведение 

и с л а г а е м ы е в р а з л о ж е н и и числа N д о л ж н ы п р и н а д л е 
ж а т ь п р о м е ж у т к у [А, В], А я В вводятся п о л ь з о в а т е л е м . 

2) когда необходимо м и н и м и з и р о в а т ь произведение 
и с л а г а е м ы е в р а з л о ж е н и и числа N д о л ж н ы п р и н а д л е 
ж а т ь п р о м е ж у т к у [А, В], А я В вводятся п о л ь з о в а т е л е м . 

2 1 . Если S ^ 4 , то существуют единственные Р . и R 2 

т а к и е , что Р = Р , ' Р 2 — Р , -f- R2. Б о л е е того, н а и м е н ь ш е е 
из Р , и R 2 больше 1 и меньше или р а в н о 2: 

# 1 = = ( / ? - - \ / / ? 2 - 4 Р ) / 2 , Р 2 = ( р + Д / Р 2 - 4 р ) / 2 , 

(R-4)2 = R 2 - 8Р -1 -16 < Р 2 - 4 Р < ( Р - 2) 2 , 

1 < P , = ( P - V P 2 - 4 P ) / 2 < 2 . 
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И т а к , если г < 4 , то р а з л о ж е н и е на м н о ж и т е л и з а к о н 
чено, если иначе , то проводим р а з л о ж е н и е г на два 
м н о ж и т е л я , один из них меньше либо р а в е н 2 (и тем 
более меньше 4), если другой меньше 4, то процесс не 
закончен , если иначе , то повторяем ф а к т о р и з а ц и ю R до 
тех пор, пока не получим искомое р а з л о ж е н и е . 

22. П у с т ь т/п — т е к у щ а я н е с о к р а т и м а я дробь . П о к а 
ж е м , к а к найти с л е д у ю щ у ю по значению дробь . П о н я т н о , 
что она будет среди н е с о к р а т и м ы х дробей вида k/p, где 
р м о ж е т п р и н и м а т ь з н а ч е н и я от 2 до 15. У ч и т ы в а я 
условие к/р>т/п можно д л я к а ж д о г о р п р я м о вычис
л я т ь м и н и м а л ь н о е значение к с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 
k = m-p/n-\-\. П р и этом к а ж д а я дробь k/p, полученная 
описанным в ы ш е о б р а з о м , н е с о к р а т и м а . 

ш : = 0 ; п : = 1 

r e p e a t 
i : = 1; j : = 1; 

for p : = 2 to 15 do 
b e g i n 

k : = m * p div n - f -1 ; 

if k * j •< p * i then 
b e g i n 

i : = k ; 
j : = p ; 

end; 
end; 
m : = i; n : = j ; 

un t i l i > = j 

23 . Это условие — равенство нулю суммы всех чисел. 
М ы всегда м о ж е м « п е р е т а щ и т ь » с помощью последова
тельности ходов все ненулевые числа , п о м е ч а ю щ и е вер
шины, в одну к а к у ю - л и б о вершину . Если с у м м а всех 
чисел р а в н а 0, то после этих ходов о к а ж е т с я , что во всех 
в е р ш и н а х з а п и с а н 0. 

24. П у с т ь имеется оптимальное р а с п и с а н и е , в кото
ром номера в ы п о л н я е м ы х р а б о т с о в п а д а ю т с п о р я д к о в ы -
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ми н о м е р а м и р а б о т . Тогда этому р а с п и с а н и ю будет 
соответствовать м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е ш т р а ф а . В с я к а я 
п е р е с т а н о в к а в п о р я д к е в ы п о л н е н и я двух или более 
р а б о т у ж е не м о ж е т привести к у м е н ь ш е н и ю ш т р а ф а , 
поэтому, п е р е с т а в и в м е с т а м и р а б о т ы с н о м е р а м и k и 

мы получим ш т р а ф не меньше . 
О б о з н а ч и м через qt в р е м я н а ч а л а выполнения р а б о т ы 

L С учетом п р е д с т а в л е н и я ш т р а ф а это м о ж н о з а п и 

с а т ь т а к : 

k— 1 га 

Е CrQi + ck-qk + + I
 cr<!i< 

i= l i=k + 2 

< I crqi + ck-q'k + c k + r q ' k + l + l сгЯг 
i=l i=k + 2 

З д е с ь q'k и q'k+l — в р е м я н а ч а л а выполнения соответст

венно ( & + 1 )  й и k-й р а б о т ы после перестановки . З а м е 

тим , что k-я р а б о т а в обоих р а с п и с а н и я х в ы п о л н и т с я 
после того, к а к будут выполнены п р е д ш е с т в у ю щ и е 
£  1 р а б о т ы , поэтому 

Qk — Qk+i' Qk+i — 4k-hh> Qk — Qu+i + h+i — ^k + h+i-

В р е з у л ь т а т е п о л у ч а е м : 

скЯк+Ск+\{qk-\-tkXck+\qk+Ck(qk+tk+x), 

А л г о р и т м : 
1) д л я всех р а б о т в ы ч и с л и т ь отношение г,/с ; ; 
2) у п о р я д о ч и т ь р а б о т ы по в о з р а с т а н и ю „этого отно

шения . 
2 5 . В р а м к а х ф о р м у л и р о в к и з а д а ч и под корректно

стью д а н н ы х п р о г р а м м ы п о н и м а е т с я то, что м а с с а к а ж 

дого а р б у з а т{ д о л ж н а б ы т ь п о л о ж и т е л ь н ы м числом. М ы 
з н а е м /п, и тп. П у с т ь д е й с т в и т е л ь н ы е м а с с ы а р б у з о в 
в р я д е тг Б у д е м о б о з н а ч а т ь т е к у щ и е в ы ч и с л я е м ы е 
м а с с ы т , ' . З а д а д и м произвольное т'2 — м а с с а второго 
а р б у з а . 
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Пусть m'2 — m2 — s, т\ = тх и т / = б! + ( т , ' _ | + т / + 1 ) / 2 , 
тогда , т а к к а к 

tni = d + (mi_l + mi+l)/2, то 

—2-dJr2-mi — mi_u m'+l= — 2-d + 2'tn'i — tn'i_u и 

mi — mi==( — 2-d + 2-m/

2—m/

}) — ( — 2-d + 2-m2 — m1]==2s, 
т'4 — m4=( — 2-d-\-2-т'3 — т'2) — ( — 2 • я* -f- 2 • т 3 — т2] = 3s , 

< - m „ = ( « - - l ) s . 

Находим разность т'а — тп = (п—l)s. В ы ч и с л я е м s. 



Глава 4 . Р Е К У Р Р Е Н Т Н Ы Е СООТНОШЕНИЯ 
И ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

§ 1. П О Н Я Т И Е З А Д А Ч И И П О Д З А Д А Ч И 

При ф о р м у л и р о в к е любой з а д а ч и необходимо опреде
лить исходные д а н н ы е , которые мы будем н а з ы в а т ь 
п а р а м е т р а м и з а д а ч и . 

Н а п р и м е р , если мы р е ш а е м з а д а ч у н а х о ж д е н и я кор
ней к в а д р а т н о г о у р а в н е н и я ах2 + Ьх-\-с = 0, то эта з а д а 
ча о п р е д е л я е т с я т р е м я п а р а м е т р а м и — к о э ф ф и ц и е н т а м и 
a, b и с. 

Если ж е мы хотим р е ш и т ь з а д а ч у н а х о ж д е н и я 
среднего а рифметического некоторого н або р а чисел, то 
п а р а м е т р а м и з а д а ч и будут количество чисел и их зна
чения. 

При этом нас пока не интересует конкретный алго
ритм р е ш е н и я з а д а ч и . М ы хотим научиться р е ш а т ь з а д а 
чу, сводя ее к решению п о д з а д а ч . З д е с ь удобно д у м а т ь 
об а л г о р и т м е к а к о некотором устройстве или некоторой 
функции , которые п р е о б р а з у ю т входные п а р а м е т р ы в не
которые выходные д а н н ы е , я в л я ю щ и е с я решением з а 
дачи . 

Поэтому при описанном в ы ш е подходе л ю б а я з а д а ч а 
м о ж е т быть ф о р м а л и з о в а н а в виде некоторай функции, 
а р г у м е н т а м и которой могут я в л я т ь с я т а к и е величи
ны, как : 

количество п а р а м е т р о в ; 
значения п а р а м е т р о в . 
З д е с ь и д а л е е в качестве п а р а м е т р о в будут р а с с м а т 

р и в а т ь с я ц е л ы е н е о т р и ц а т е л ь н ы е числа . 
К а к п р а в и л о , одним из а р г у м е н т о в з а д а ч и я в л я е т с я 

количество п а р а м е т р о в з а д а ч и . В том случае , когда по 
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значению этого п а р а м е т р а можно определить конкрет
ные з н а ч е н и я других п а р а м е т р о в , мы эти п а р а м е т р ы 
будем опускать . Это обычно д е л а е т с я в случае , когда 
п а р а м е т р ы з а д а н ы т а б л и ц е й . Н а п р и м е р , если нам не
обходимо найти сумму первых К элементов т а б л и ц ы , то 
д л я решения з а д а ч и достаточно з н а т ь один п а р а м е т р 
К, а все о с т а л ь н ы е п а р а м е т р ы м о ж н о в ы б р а т ь из т а б 
л и ц ы . 

После того к а к з а д а ч а ф о р м а л и з о в а н а ( п р е д с т а в л е 
на) в виде функции с некоторыми а р г у м е н т а м и , опреде
лим понятие подзадачи. З д е с ь и д а л е е в этой г л а в е под 
п о д з а д а ч е й будем понимать ту ж е з а д а ч у , но с меньшим 
числом п а р а м е т р о в или з а д а ч у с тем ж е числом п а р а 
метров , но при этом хотя бы один из п а р а м е т р о в имеет 
меньшее значение . 

П р и м е р . Н а й т и с а м у ю т я ж е л у ю из 10 монет. 
Д л я ф о р м а л и з а ц и и з а д а ч и определим ф у н к ц и ю «Са

м а я т я ж е л а я монета» , а р г у м е н т а м и которой я в л я ю т с я 
количество монет (10) и м а с с а к а ж д о й из монет. П о к а 
нас не интересует конкретный вид этой функции , д л я нас 
в а ж н е й ш и м ф а к т о р о м я в л я е т с я то, что она д а е т пра 
вильное решение . 

Д л я данной з а д а ч и можно р а с с м о т р е т ь 9 п о д з а д а ч , 
которые имеют меньшее число аргументов : 

« с а м а я т я ж е л а я монета» из 1 монеты, 
« с а м а я т я ж е л а я монета» из 2 первых монет, 
« с а м а я т я ж е л а я монета» из 3 первых монет, 

« с а м а я т я ж е л а я монета» из 9 первых монет. 
Т а к и м о б р а з о м , у н а ш е й функции « С а м а я т я ж е л а я 

монета» аргументом я в л я е т с я количество имеющихся 
монет, по которому можно о п р е д е л и т ь массу к а ж д о й 
монеты. С л е д о в а т е л ь н о , р а с с м о т р е н н ы е п о д з а д а ч и име
ют меньшее количество аргументов , чем исходная з а 
д а ч а . 

Н а д о отметить , что под п о д з а д а ч е й не следует пони-
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м а т ь некоторые э т а п ы р е ш е н и я з а д а ч и , т а к и е , к а к орга
н и з а ц и я ввода и вывода д а н н ы х , их упорядочение или 
р е ш е н и е некоторой части поставленной з а д а ч и . 

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

1. ОПРЕДЕЛИТЬ ПАРАМЕТРЫ СЛЕДУЮЩИХ ЗАДАЧ: 
А) РЕШИТЬ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ax-\-b = Q; 

Б ) НАЙТИ НАИМЕНЬШЕЕ ИЗ N ЧИСЕЛ а\, ai, AJV. 
2 . ЧТО ТАКОЕ ПОДЗАДАЧА? 
3 . ЧТО МОЖЕТ ЯВЛЯТЬСЯ АРГУМЕНТАМИ ФУНКЦИИ, ФОРМАЛИЗУЮЩЕЙ 

ЗАДАЧУ? 

§ 2 . С В Е Д Е Н И Е З А Д А Ч И К П О Д З А Д А Ч А М 

О д н и м из основных способов р е ш е н и я з а д а ч я в л я е т с я 
их сведение к р е ш е н и ю такого н а б о р а п о д з а д а ч , чтобы, 
исходя из решений п о д з а д а ч , было в о з м о ж н о получить 
решение исходной з а д а ч и . 

П р и этом д л я р е ш е н и я исходной з а д а ч и м о ж е т потре
б о в а т ь с я решение одной или нескольких п о д з а д а ч . 

П р и м е р . З а д а ч у , с ф о р м у л и р о в а н н у ю в п р и м е р е 
в п р е д ы д у щ е м п а р а г р а ф е , м о ж н о свести к р а з л и ч н ы м 
н а б о р а м п о д з а д а ч , н а п р и м е р : 

найти с а м у ю т я ж е л у ю из 9 монет, а з а т е м найти 
с а м у ю т я ж е л у ю из 2 монет (найденной из 9 и оставшей
с я ) или 

найти с а м у ю т я ж е л у ю из 5 монет, з а т е м с а м у ю 
т я ж е л у ю из других 5 монет, а з а т е м с а м у ю т я ж е л у ю из 
2 монет, найденных на п р е д ы д у щ и х ш а г а х . 

В о з м о ж н ы и д р у г и е н а б о р ы , но нетрудно,, з а м е т и т ь , 
что все они о с н о в ы в а ю т с я на одной п о д з а д а ч е : найти 
с а м у ю т я ж е л у ю из 2 монет. 

В приведенном п р и м е р е исходная з а д а ч а сводится 
к п о д з а д а ч а м с меньшим числом п а р а м е т р о в , в данном 
с л у ч а е — с меньшим количеством монет. 

И с п о л ь з у я этот ж е принцип , м о ж н о р е ш и т ь з а д а ч у 
н а х о ж д е н и я Н О Д двух чисел, к о т о р а я р а с с м а т р и в а л а с ь 
в п. 3 гл. 3. 
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П р и м е р . Н а й т и Н О Д двух н а т у р а л ь н ы х чисел 
N и М. 

Е с л и числа р а в н ы , то их Н О Д р а в е н одному из чисел , 
т. е. НОД(ЛГ, M) — N. 

Р а с с м о т р и м случай , когда числа не р а в н ы . И з в е 
стно , что 

Н О Д ( N , А?) = НОД(ЛГ, M + N) = HOR(N + M, М). 
Кроме того, при N>M Н О Д ( М , Л4) = Н О Д ( Л / - М , Af), 

а п р и M>N HOJX(N, M)=HOR{N, M-N). 
П о с л е д н и е соотношения и обеспечивают основной 

принцип сведения решения з а д а ч и к п о д з а д а ч а м : з н а ч е 
ние одного из п а р а м е т р о в с т а л о меньше, хотя их коли
чество и осталось п р е ж н и м . 

Т а к и м о б р а з о м , решение з а д а ч и н а х о ж д е н и я 
Н О Д (N, М) при р а з л и ч н ы х з н а ч е н и я х N и Af сводится 
к двум п о д з а д а ч а м : 

HOR(N — M, Af), если N>M; 
Н О Д (N, M-N), если Af > N. 

Вопросы для повторения 

Сформулируйте основной принцип сведения задачи к под
задачам. 

§ 3 . П О Н Я Т И Е Р Е К У Р Р Е Н Т Н О Г О С О О Т Н О Ш Е Н И Я 

Н а й д е н н ы й способ сведения р е ш е н и я исходной з а д а 
чи к р е ш е н и ю некоторых п о д з а д а ч м о ж е т быть з а п и с а н 
в виде соотношений, в которых значение функции , со
ответствующей исходной з а д а ч е , в ы р а ж а е т с я через з н а 
чения функций , соответствующих п о д з а д а ч а м . П р и этом 
в а ж н е й ш и м условием сведения я в л я е т с я тот ф а к т , что 
з н а ч е н и я аргументов у любой из функций в правой части 
соотношения меньше з н а ч е н и я аргументов ф у н к ц и и в л е 
вой части соотношения . Если аргументов несколько , то 
достаточно у м е н ь ш е н и я одного из них. 

С л е д у е т о б р а т и т ь в н и м а н и е на то, что соотношения 
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д о л ж н ы быть о п р е д е л е н ы д л я всех допустимых значений 
а р г у м е н т о в . 

П р и м е р . Н а й т и с у м м у N элементов т а б л и ц ы А. 
П у с т ь ф у н к ц и я S (JV) соответствует решению исход

ной з а д а ч и . Эта ф у н к ц и я имеет один а р г у м е н т N — 
количество с у м м и р у е м ы х элементов т а б л и ц ы А. Понят 
но, что д л я поиска с у м м ы N элементов достаточно з н а т ь 
сумму первых N— 1 элементов и значение JV-ro э л е м е н т а . 
Поэтому решение исходной з а д а ч и можно з а п и с а т ь в ви
де соотношения 

S(N) = S(N-l) + aN. 

С л е д у е т отметить , что это соотношение с п р а в е д л и в о 
д л я любого количества элементов N> I. Его м о ж н о 
п е р е п и с а т ь в виде 

S(i) = S ( i — + при i > i . 

О д н а к о пока это соотношение не определено при 
N=1. К приведенному в ы ш е соотношению необходимо 
д о б а в и т ь соотношение S(l) = al. 

З а м е т и м , что на п р а к т и к е п р и м е н я ю т с я имеющие тот 
ж е с м ы с л соотношения 

S ( / ) = S ( j - l ) + a, при S ( 0 ) = 0. 

П о с л е д о в а т е л ь н о е применение первого соотношения 
при i = 1, 2, N и используется при вычислении с у м м ы 
N элементов . 

S [ 0 ] : = 0 
нц д л я i от 1 до N (4.1) 
| S [ i ] : = S [ i - l ] + a [ i ] 
кц 

В S[i] х р а н и т с я значение функции S ( / ) . 
З д е с ь и д а л е е в к р у г л ы х с к о б к а х будут з а п и с ы в а т ь с я 

а р г у м е н т ы функции , а в к в а д р а т н ы х — индексы элемен
тов м а с с и в а . П р и этом имя функции и имя м ассив а , 
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в котором х р а н и т с я значение этой функции, могут совпа
д а т ь . 

П р и м е ч а н и е . Индекс у S может быть опущен, но смысл 
соотношения при этом остается прежним. Это связано с тем, что для 
вычисления следующего элемента таблицы S необходимо знать только 
предыдущий. 

П р и м е р . Вычислить сумму S = 1 + 1 /х + 1 / х 2 -{ . . . |-
-\-l/xN при х, не равном 0. 

К а к и в п р е д ы д у щ е м примере , можно з а п и с а т ь следу
ющее соотношение: 

S ( 0 = S ( i — l ) + a ( i ) , i>h 

где а ( / ) = 1 / х ' , S ( 0 ) = 1 . 
Конечно, можно и эти соотношения использовать д л я 

н а п и с а н и я п р о г р а м м ы . П р и этом у нас возникла новая 
з а д а ч а — найти способ вычисления а (г), д л я чего м о ж 
но воспользоваться тем ж е приемом — п о п ы т а т ь с я вы
числить а (г) через значение а (г — 1). Соотношение м е ж д у 
з н а ч е н и я м и a(i) и с (г — 1) имеет вид 

a (i) — a (i— 1)/х, а ( 0 ) = 1 . 

Поэтому поставленную з а д а ч у можно решить с л е д у ю 
щ и м образом : 

S [ 0 ] : = 1 

а [ 0 ] : = 1 

нц д л я i от 1 до N (4.2) 
a [ i ] : = а [i — 1]/х 
S [ i ] : = S [ i - l ] + a [ i ] 

кц 

П р и м е ч а н и е . Отметим, что и в этом случае индексы при 
Sua можно опустить в связи с тем, что для вычисления текущего 
элемента каждой из таблиц достаточно знать только значение предыду
щего элемента. 

Соотношения , с в я з ы в а ю щ и е одни и те ж е функции , но 
с р а з л и ч н ы м и а р г у м е н т а м и , н а з ы в а ю т с я рекуррентными 
соотношениями или рекуррентными уравнениями. 
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Вопросы для повторения 

ЯВЛЯЮТСЯ ЛИ РЕКУРРЕНТНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ СЛЕДУЮЩИЕ СО
ОТНОШЕНИЯ, ГДЕ i — НАТУРАЛЬНОЕ ЧИСЛО: 

А) D(I) = D(I-L)/ar, 
Б ) S(I)=S(I—L) + S(I+L) ДЛЯ I > 2 , 

S ( L ) = L ; 
В) P(I) = P(I — 2)-I ДЛЯ / > 3 , 

Р ( 1 ) = 1 , Р ( 2 ) = 2 ; 
г) S ( i ) = S ( J D I V 2 ) + S ( « + L ) ДЛЯ T > 2 , 

S ( 0 ) = 1 ; 
Д) S ( i ) = S(i — 1 ) + 1/I ДЛЯ Г > 1 , 

S ( 0 ) = G; 
е) S ( 0 = S ( « - 1 ) + ( — 1 ДЛЯ Г > 1 , 

S ( 0 ) = I ; 
Ж ) / ' ( » ) = / ; ' ( < ( И У 2 ) + 1 ДЛЯ I > 2 , 

F ( 1 ) = 0 ? 

§ 4. П Р А В И Л Ь Н Ы Е Р Е К У Р Р Е Н Т Н Ы Е 
С О О Т Н О Ш Е Н И Я 

Правильными рекуррентными соотношениями (урав
нениями ) будем н а з ы в а т ь т а к и е р е к у р р е н т н ы е соотноше
ния, у которых количество или з н а ч е н и я аргументов 
у функций в правой части соотношения меньше количе
ства или, соответственно, значений а р г у м е н т о в функции 
в левой части соотношения . Если а р г у м е н т о в несколько , 
то достаточно у м е н ь ш е н и я одного из них. 

Следует о б р а т и т ь в н и м а н и е на то, что соотношения 
д о л ж н ы быть о п р е д е л е н ы д л я всех д о п у с т и м ы х значений 
аргументов . Поэтому д о л ж н ы быть о п р е д е л е н ы з н а ч е н и я 
функций при н а ч а л ь н ы х з н а ч е н и я х п а р а м е т р о в . 

В приведенных п р и м е р а х соотношения- с в я з ы в а л и 
функции только с д в у м я р а з л и ч н ы м и п а р а м е т р а м и : 
S(i) и S (г — 1 ) , а т а к ж е а (г) и а (/-— 1 ) д л я любого нату
р а л ь н о г о i. П р и этом б ы л и о п р е д е л е н ы н а ч а л ь н ы е значе 
ния S ( 0 ) и с ( 0 ) . 

О т м е т и м , что без этих н а ч а л ь н ы х значений р е к у р 
рентное соотношение 

S(i) = S(i— 1) + а,-, г > 1 , 
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б ы л о бы н е п р а в и л ь н ы м , т а к к а к оно не определено 
при i= 1. 

Конечно, могут быть и более с л о ж н ы е соотношения , 
с в я з ы в а ю щ и е более двух функций . 

П р и м е р . Одной из наиболее известных числовых 
последовательностей я в л я ю т с я числа Фибоначчи , кото
рые о п р е д е л я ю т с я с л е д у ю щ и м р е к у р р е н т н ы м соотноше
нием: 

F ( 0 ) = 1 , 
F ( l ) = l t 

F (i)= F (i — \ )-\-F(i — 2) д л я н а т у р а л ь н о г о i> 1. 

В этом с л у ч а е д л я вычисления з н а ч е н и я F (N), кото
рое х р а н и т с я в F [N], можно воспользоваться с л е д у ю щ и м 
а л г о р и т м о м : 

F [()]: = } 
F [ l ] : = l 
нц д л я i от 2 до N (4.3) 
J F [ i ] : = F [ i - l ] + F [ i - 2 ] 
к ц 

П р и м е ч а н и е . При этом в приведенном фрагменте уже нельзя 
просто опустить индексы, хотя в принципе можно вычислить значение 
F(N) без использования таблицы, но это уже вопрос способа реализа
ции алгоритма. 

Пример такой реализации приводится ниже. 
а : = 1 
Ь: = 1 
нц для i от 2 до N (4.4) 

с: = Ь - ( - а 
а : = Ь 
Ь : = с 

кц 

Здесь используется тот факт, что для вычисления текущего эле
мента таблицы нам достаточно знать только значения двух преды
дущих. 
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В О П Р О С Ы ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

ЯВЛЯЮТСЯ ЛИ ПРАВИЛЬНЫМИ С Л Е Д У Ю Щ И Е РЕКУРРЕНТНЫЕ У Р А В 

НЕНИЯ: 
А) S (i) — S (i—1) + а , / 2 , i — НАТУРАЛЬНОЕ; 
Б ) S ( T ) = S ( I — L )  F  ( S (/—!))'' ДЛЯ / > 2 , 

S ( L ) = L ; 
В) P(i) = P(i— ДЛЯ I > 2 , 

P ( L ) = L ; 
Г) S ( I ) = S (T DIV 2)-AI ДЛЯ 

S ( 0 ) = 1 ; 
Д ) S(i) = S(i—l) + S(i — 2)/i ДЛЯ Г > 2 , 

S ( Q ) = 0, S ( L ) = L ; 
Е ) S(i) = S(i—l) + (—l)ixi/i ДЛЯ / " > 1, 

S ( 0 ) = 1 ; 
Ж) Z7 (/) = F { ( £ DIV 2 ) 41 )  [ 1 ДЛЯ Г > 2 , 

F ( 1 ) = 0? 

§ 5 . С П О С О Б О Р Г А Н И З А Ц И И Т А Б Л И Ц 

И з р а с с м о т р е н н ы х примеров видно, что в а ж н е й 

шим моментом при решении з а д а ч и я в л я е т с я способ 
сведения з а д а ч и к п о д з а д а ч а м . Но не менее в а ж н ы м 
вопросом я в л я е т с я и способ построения решения исход

ной з а д а ч и из решений п о д з а д а ч . О д н и м из наиболее 
э ф ф е к т и в н ы х способов построения р е ш е н и я исходной 
з а д а ч и я в л я е т с я использование т а б л и ц д л я з а п о м и н а н и я 
решений п о д з а д а ч . Такой метод решения з а д а ч н а з ы в а 

ется методом динамического программирования. 
К а к у ж е говорилось р а н ь ш е , п о д з а д а ч а м о ж е т быть 

ф о р м а л и з о в а н а в виде функции , к о т о р а я "зависит от 
одного или нескольких аргументов . Если мы возьмем 
т а б л и ц у , у которой количество элементов равно количе

ству всех в о з м о ж н ы х р а з л и ч н ы х наборов аргументов 
функции, то к а ж д о м у набору а р г у м е н т о в может быть 
поставлен в соответствие э л е м е н т т а б л и ц ы . Вычислив 
элементы т а б л и ц ы ( р е ш е н и я п о д з а д а ч ) , можно найти 
и р е ш е н и е исходной з а д а ч и . 
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5 .1 . О р г а н и з а ц и я о д н о м е р н ы х т а б л и ц 

О д н и м из способов о р г а н и з а ц и и т а б л и ц я в л я е т с я 
т а к о й , когда р а з м е р н о с т ь т а б л и ц ы о п р е д е л я е т с я количе
ством аргументов у функции , соответствующей подза 
д а ч е . 

П р и м е р . Р а с с м о т р и м з а д а ч у н а х о ж д е н и я произве
д е н и я 10 элементов т а б л и ц ы А. 

П у с т ь ф у н к ц и я Р (10) соответствует решению н а ш е й 
исходной з а д а ч и . В д а н н о м с л у ч а е у функции только 
один п а р а м е т р — количество элементов . Д л я поиска про
изведения 10 элементов достаточно з н а т ь произведение 
первых 9 элементов и значение 10-го элемента . Поэтому 
решение исходной з а д а ч и можно з а п и с а т ь в виде соотно
шения Р ( 1 0 ) = Р ( 9 ) - а , п . С л е д о в а т е л ь н о , это соотношение 
м о ж е т быть определено д л я любого г, 2 < л < [ 1 0 : 

P(i) = P(i—\).at и Я ( 1 ) = а,. 

Н а п р а к т и к е д л я р а с с м а т р и в а с м о й з а д а ч и ч а щ е ис
пользуется р е к у р р е н т н о е соотношение, имеющее тот ж е 
с м ы с л , но с другим н а ч а л ь н ы м значением: 

P(i)=P(i- при / > 1 , Р ( ( ) ) = 1. 

П р и в е д е м а л г о р и т м , р е а л и з у ю щ и й данное рекуррент 
ное соотношение: 

Р [ 0 ] : = 1 
нц д л я i от 1 до N (4.5) 
| P [ i ] : = P [ i - l ] * a [ l ] 
кц 

Т а к к а к у н а ш е й функции один аргумент — коли
чество сомножителей , то д л я решения з а д а ч и достаточно 
использовать одномерную т а б л и ц у . П р и этом количество 
элементов т а б л и ц ы о п р е д е л я е т с я количеством р а з л и ч 
ных значений а р г у м е н т а . В приведенном п р и м е р е р а з 
мерность м а с с и в а р а в н а 10. Если бы мы р е ш а л и з а д а ч у 
поиска произведения 20 элементов , то д л я р е а л и з а ц и и 
рекуррентного соотношения нам было бы достаточно 
одномерной т а б л и ц ы с 20 э л е м е н т а м и . 
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Т а к и м о б р а з о м , р а з м е р н о с т ь т а б л и ц ы , д о с т а т о ч н а я 
д л я р е а л и з а ц и и р е к у р р е н т н ы х соотношений, о п р едел я 
ется количеством а р г у м е н т о в у функций , соответствую
щих п о д з а д а ч а м . Количество ж е э л е м е н т о в по к а ж д о й 
р а з м е р н о с т и (количество элементов в строках , с толбцах ) 
о п р е д е л я е т с я количеством в о з м о ж н ы х значений соответ
ствующего а р г у м е н т а . 

5.2. О р г а н и з а ц и я д в у м е р н ы х т а б л и ц 

Е щ е р а з о б р а т и м в н и м а н и е на то, что н а с пока не 
очень интересует р е а л и з а ц и я а л г о р и т м а , при которой 
м и н и м и з и р у е т с я т а к а я х а р а к т е р и с т и к а , к а к р а з м е р ис
пользуемой оперативной п а м я т и . Б у д е м считать , что 
п а м я т и к о м п ь ю т е р а достаточно д л я х р а н е н и я соответ
с т в у ю щ е й т а б л и ц ы . 

П р и м е р . Д л я д а н н о й прямоугольной т а б л и ц ы А 
р а з м е р а 5 X 6 построить п р я м о у г о л ь н у ю т а б л и ц у В 
того ж е р а з м е р а , э л е м е н т ы которой о б л а д а ю т следую
щ и м свойством: э л е м е н т В [i, / ] р а в е н м а к с и м а л ь н о м у из 
элементов т а б л и ц ы В, которые р а с п о л о ж е н ы л е в е е и вы
ш е позиции (/, / ) , в к л ю ч а я т а к ж е позицию (/, / ) . П р и 
этом с ч и т а е т с я , что позиция ( 1 , 1) — в е р х н я я л е в а я пози
ция прямоугольной т а б л и ц ы , и н т е р е с у ю щ а я н а с часть 
т а б л и ц ы в ы д е л е н а при i = 3 и / = 4. 

« 1 2 « 1 3 « 1 4 « 1 5 « 1 6 

« 2 1 « 2 2 « 2 3 « 2 4 « 2 5 « 2 6 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 4 « 3 5 « 3 6 

« 4 1 « 4 2 « 4 3 « 4 4 « 4 5 « 4 6 

« 5 1 « 5 2 « 5 3 « 5 4 « 5 5 « 5 6 

П у с т ь T(i, / ) о б о з н а ч а е т ф у н к ц и ю , в ы ч и с л я ю щ у ю 
э л е м е н т В [i, /]. 

О п р е д е л и м с н а ч а л а з н а ч е н и я э л е м е н т о в т а б л и ц ы В, 
р а с п о л о ж е н н ы х в первой строке и в первом столбце . 
П о л у ч и м : 

Т(1, 1 ) = Л [ 1 , 1], 
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• 7 ( 1 , / ) = т а х { 7 ' ( 1 , / - 1 ) , A[l, /]} при у > 2 , 
T(i, 1) = т а х { Г ( « — 1 , 1), A[i, 1]} при г > 2 . 

Эти соотношения следуют из того, что в этих с л у ч а я х 
и н т е р е с у ю щ а я нас о б л а с т ь м а т р и ц ы А о граничена толь
ко э л е м е н т а м и первой строки или первого столбца мат 
р и ц ы . 

П р и 2 < ! г s g ; 5 и 2 < ! / ^ 6 д л я этой функции м о ж н о 
з а п и с а т ь с л е д у ю щ е е р е к у р р е н т н о е соотношение: 

T(i, у) = m a x {Г ( г - 1 , / ) , T(i, / - 1 ) , A [i, /]}. 

Д е й с т в и т е л ь н о , величина Т (i—1, у) соответствует 
м а к с и м а л ь н о й величине элементов т а б л и ц ы А в той 
ее части , к о т о р а я о п р е д е л я е т с я значением индексов 
i— 1 и у, а величина T(i, у — 1) — м а к с и м а л ь н о й величи
не э л е м е н т о в т а б л и ц ы А, о п р е д е л я е м о й и н д е к с а м и 
i и у — 1. Поэтому эти величины у ч и т ы в а ю т з н а ч е н и я всех 
элементов м а т р и ц ы А в той ее части , которая о п р е д е л я 
ется з н а ч е н и я м и индексов i и у за исключением одного 
э л е м е н т а А [г, у]. 

Д л я р е а л и з а ц и и этих р е к у р р е н т н ы х соотношений до
статочно д в у м е р н о й (прямоугольной) т а б л и ц ы , т а к к а к 
у ф у н к ц и и Т два а р г у м е н т а . В а ж н о отметить , что при 
этом мы м о ж е м отождествить величины Т (г, / ) и В [г, у]. 
Тогда ф р а г м е н т а л г о р и т м а м о ж н о з а п и с а т ь с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м : 

В [ 1 , 1 ] : = А [ 1 , 1] 
нц д л я j от 2 до б 
| B [ l , j ] = m a x ( B [ l , j - 1 ] , A [ l , j]) 
к ц 
нц д л я i от 2 до 5 
| B [ i , l ] = m a x ( B [ i - l , 1], A [ i , 1]) (4.6) 
кц 
нц д л я i от 2 до 5 

нц д л я j от 2 до 6 
B [ i , j ] = m a x ( B [ i , j - 1 ] , В П - 1 , j]) 
B [ i , j ] = m a x ( B [ i , j ] , A [ i , j]) 

кц 
к ц 
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Вопросы для пезуорания 

1. Определить размеры одномерных таблиц для следующих 
рекуррентных уравнений, где i — натуральное: 

а) S(i) = S(i—l) + S{i—l) для 2 < < < К), 
S ( l ) = l ; 

б) P(i) = P(i—l)-i для 2 < i < 2 0 , 
Р ( 1 ) = 1 ; 

в) S ( i ) = P ( « d i v 2 ) + l для 1 < г < 3 0 , 
S ( 0 ) = 1 ; 

г) S ( 0 = S ( t — д л я l < i < 1 0 0 , 
S ( 0 ) = 0; 

д) S(») = S ( t — 1 ) + ( — l) 'V/t для 1 < / < 1 0 0 0 , 
S ( 0 ) = 1 . 

2. Определить размеры двумерных таблиц для следующих 
рекуррентных уравнений: 
а) S(i, / ) = min {S (г— 1, / ) , S (i, / — 1 ) , atj) для 2 ^ ( < 5, 

2 < / < 6 , 
S ( l , /) = а 1 у , S(*, !) = a a ; 

б) S ( i , / ) = m a x ( S ( i — i, / ) , S(i— 1 , / — ! ) ) + a,7 для 2 < i < 7 , 
2 < / < 1 3 , 
S ( l , /') = a i / t S (г, 1) = а,,; 

в) S ( i , j) = S(i— 1, /') + a< 7 + S(J, / — l ) для 2 < t < 10, 
2 < / < 6 , 
S ( l , /) = а 1 у , S ( i , l ) = a n ; 

r) S ( i , j) = S{i— 1, / ) — S ( i — 1, / - 1 ) + а,7 для l < / < 9 , 
l < / < 9 , 
S ( 0 , / ) = (), S(i, 0 ) = 0, S ( 0 , 0) = (). 

§ 6. СПОСОБ В Ы Ч И С Л Е Н И Я 
Э Л Е М Е Н Т О В Т А Б Л И Ц Ы 

П о с л е того к а к найдено сведение з а д а ч и к п о д з а д а 
чам и определены р е к у р р е н т н ы е соотношения, соответст
вующие этому сведению, необходимо определить наибо
лее р а ц и о н а л ь н ы й способ вычисления элементов таб 
л и ц ы . 

6 .1 . Вычисление э л е м е н т о в одномерной т а б л и ц ы 

Д л я одномерной т а б л и ц ы т а к и м способом обычно 
я в л я е т с я последовательное вычисление элементов , на
чиная с первого . 
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П р и м е р . О п р е д е л и т ь , с к о л ь к и м и р а з л и ч н ы м и спо
с о б а м и м о ж н о подняться на 10-ю ступеньку л е с т н и ц ы , 
если з а один ш а г м о ж н о п о д н и м а т ь с я на с л е д у ю щ у ю 
ступеньку или через одну. 

П у с т ь /С (10) — з а д а ч а поиска количества способов 
п о д ъ е м а на 10-ю ступеньку . О п р е д е л и м z'-ю п о д з а д а ч у 
н а ш е й з а д а ч и к а к з а д а ч у поиска количества способов 
п о д ъ е м а на г'-ю ступеньку . 

Исходя из условия з а д а ч и , на 10-ю ступеньку м о ж 
но подняться непосредственно с 8-й и 9-й. Поэтому , 
если мы з н а е м количество способов подъема К (8) и 
К (9) на 8-ю и 9-ю ступеньки, то количество способов 
п о д ъ е м а на 10-ю м о ж е т быть определено к а к /С (10) = 
= Л' (8) + Л' (9) . 

Т а к о е соотношение получается потому, что любой 
способ подъема на 8-ю ступеньку п р е в р а щ а е т с я в способ 
подъема на 10-ю д о б а в л е н и е м п е р е ш а г и в а н и я через 9-ю, 
а любой способ п о д ъ е м а на 9-ю ступеньку п р е в р а щ а е т с я 
в способ подъема на 10-ю д о б а в л е н и е м подъема с 9-й на 
10-ю. Все эти способы р а з л и ч н ы . 

Аналогичное соотношение с п р а в е д л и в о д л я любой 
ступеньки i, н а ч и н а я с третьей: 

K(i) = K(i-2) + K(i~l). 

О с т а л о с ь о п р е д е л и т ь значения Л' (1) и К (2) , которые 
р а в н ы : / С ( 1 ) = 1 , К (2) = 2. 

С л е д о в а т е л ь н о , д л я решения з а д а ч и достаточно одно
мерной т а б л и ц ы с 10 э л е м е н т а м и , д л я которой необходи
мо последовательно вычислить з н а ч е н и я элементов т а б 
л и ц ы согласно п р и в е д е н н ы м в ы ш е р е к у р р е н т н ы м соотно
ш е н и я м . 

К [ 1 ] : = 1 
К [ 2 ] : = 2 
нц д л я i от 3 до 10 
| K [ i ] : = K [ i - l ] + K [ i - 2 ] 
к ц 

(4.7) 
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П р и м е ч а н и е. Полученные рекуррентные соотношения не отли
чаются от рекуррентных соотношений примера 6, поэтому могут быть 
реализованы без использования таблицы. 

6.2. Вычисление э л е м е н т о в д в у м е р н о й т а б л и ц ы 

П р и м е р . В т а б л и ц е с N с т р о к а м и и М с т о л б ц а м и , 
состоящей из 0 и 1, необходимо найти к в а д р а т н ы й блок 
м а к с и м а л ь н о г о р а з м е р а , состоящий из одних единиц. 
П о д блоком п о н и м а е т с я м н о ж е с т в о элементов соседних 
( п о д р я д идущих) строк и столбцов т а б л и ц ы . Интересую
щ а я н а с часть т а б л и ц ы в ы д е л е н а . 

1 1 1 1 1 1 
0 1 1 1 0 I 
1 1 1 1 1 ! 
1 1 0 1 1 1 
i 0 1 I 0 1 

П о л о ж е н и е любого к в а д р а т н о г о б л о к а м о ж е т быть 
определено его р а з м е р о м и п о л о ж е н и е м одного из его 
углов . 

П у с т ь Т(i, у) — ф у н к ц и я , з н а ч е н и е которой соответст
вует р а з м е р у м а к с и м а л ь н о г о к в а д р а т н о г о б л о к а , состоя
щего из одних единиц, п р а в ы й н и ж н и й угол которого 
р а с п о л о ж е н в позиции (г, / ) . Ф у н к ц и я Г (г, / ) вычисляет 
э л е м е н т т а б л и ц ы В [г, / ] . Д л я приведенной в ы ш е т а б л и ц ы 
з н а ч е н и я Т(г, /') будут иметь вид: 

1 2 3 4 5 6 

1 1 1 1 1 1 1 
2 0 1 2 2 0 1 

со
 1 1 2 3 1 1 

4 1 2 0 1 v 2 2 
5 1 0 1 1 0 1 

Т а к и м о б р а з о м , н а ш а з а д а ч а с в е л а с ь к вычислению 
м а к с и м а л ь н о г о з н а ч е н и я функции Т при в с е в о з м о ж н ы х 
з н а ч е н и я х п а р а м е т р о в i и у. Этой функции м о ж е т быть 
п о с т а в л е н а в соответствие т а б л и ц а р а з м е р а N-M. 

О п р е д е л и м с н а ч а л а з н а ч е н и е элементов т а б л и ц ы В, 

190 



р а с п о л о ж е н н ы х в первой строке и в первом столбце . 
П о л у ч и м : 

/ 3 ( 1 , 1) = Л [ 1 , 1], 
13(1, ]) = Л [1 , у] при / > 2 , 
B(i, 1) = Л [/, 1] при / > 2 . 
Д а н н ы е соотношения следуют из того, что в этих 

с л у ч а я х р а с с м а т р и в а е м а я о б л а с т ь м а т р и ц ы Л с о д е р ж и т 
т о л ь к о один э л е м е н т м а т р и ц ы . 

П р и 2^.1^.N и 2 ^ / ^ М д л я этой ф у н к ц и и м о ж н о 
з а п и с а т ь с л е д у ю щ и е р е к у р р е н т н ы е соотношения: 

В [>', у'] = 0, если Л [/, / ] = 0 
и 

В [j, / ] = m i n {В [i- 1, у], В [f, у - 1], В [ i - 1 , у - 1 ] } + 1, 
если Л [/, / ] = 1. 

П е р в о е соотношение п о к а з ы в а е т , что р а з м е р м а к с и 
м а л ь н о г о единичного б л о к а с п р а в ы м н и ж н и м углом 
в позиции (г, у) р а в е н нулю в с л у ч а е Л [/, у] = 0. 

У б е д и м с я в правильности второго соотношения . Д е й 
ствительно , величина B[i—1, у] соответствует м а к с и 
м а л ь н о м у р а з м е р у единичного блока т а б л и ц ы А с п р а 
в ы м н и ж н и м углом в позиции (i—1, у). Тогда р а з м е р 
единичного б л о к а с п р а в ы м н и ж н и м углом в позиции 
(i, у) не превышает величину В [г— 1, y]-f 1, т ак как к блоку 
в позиции ( г — 1 , у) могла добавиться только одна строка. 

Величина В [г, / — 1 ] соответствует м а к с и м а л ь н о м у 
р а з м е р у единичного блока т а б л и ц ы Л с п р а в ы м н и ж н и м 
углом в позиции (/, у'-— 1). Тогда р а з м е р единичного 
б л о к а с п р а в ы м н и ж н и м углом в позиции (/, у") не п р е в ы 
ш а е т величину В [», у"—1]- | -1 , т а к к а к к блоку в позиции 
(i—1, у) мог д о б а в и т ь с я только один столбец . 

Величина В [г— 1, у — 1] соответствует м а к с и м а л ь н о м у 
р а з м е р у единичного блока т а б л и ц ы Л с п р а в ы м н и ж н и м 
углом в позиции (i—1, у — 1). Тогда р а з м е р единичного 
б л о к а с п р а в ы м нижним углом в позиции (г, у) не п р е в ы 
ш а е т величину В [г— 1, у— 1 ] - f -1 , т а к к а к к блоку в пози
ции (/ — 1, у"—1) могли д о б а в и т ь с я только одна строка 
и один столбец . 
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И т а к , р а з м е р единичного блока с п р а в ы м нижним 
углом в позиции (i, /') равен m\n{B[i — 1, у], В |/, у — 1], 

В | 1 , 1 ] : = А [ 1 , 1] 
нц д л я j от 2 до 6 
| B [ l , j ] : = A [ l , j ] 
кц 
нц д л я i от 2 до 5 
| B [ i , l ] : = A [ i , 1] 
кц (4.8) 
нц д л я i от 2 до 5 

нц д л я j от 2 до 6 
если A [ i , j ] : = 1 

то 
B [ i , j ] : = m i n ( B l i , j - l L B [ i - 1 , j]) 
B [ i , j ] : = m i n ( B [ i , j ] , B [ i - 1 , j - l ] ) + l 
иначе 
B [ i , j ] : = 0 

все 
кц 

кц 

6.3. Вычисление э л е м е н т о в д в у м е р н о й т а б л и ц ы 
с д о п о л н и т е л ь н ы м и ограничениями 

П р и м е р . На с к л а д е имеется 5 н е д е л и м ы х предме
тов. Д л я к а ж д о г о п р е д м е т а известна его стоимость 
(в- р у б л я х ) и м а с с а (в к и л о г р а м м а х ) . Величины стоимости 
и м а с с ы я в л я ю т с я н а т у р а л ь н ы м и ч и с л а м и . Н а ш а цель 
состоит в том, чтобы о п р е д е л и т ь м а к с и м а л ь н у ю с у м м а р 
ную стоимость предметов , которые можно унести со 
с к л а д а при условии, что с у м м а р н а я м а с с а предметов не 
д о л ж н а п р е в ы ш а т ь 16 кг. 

П у с т ь э л е м е н т С,- т а б л и ц ы С соответствует стоимости 
г'-го п р е д м е т а , а элемент Л1,- т а б л и ц ы М — массе г'-го 
п р е д м е т а . Б у д е м считать , что п р е д м е т ы п р о н у м е р о в а н ы 
в п о р я д к е их с л е д о в а н и я в т а б л и ц а х . 
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Пусть Т о б о з н а ч а е т функцию, значение которой со
ответствует решению нашей з а д а ч и . А р г у м е н т а м и у 
этой функции я в л я е т с я количество предметов (по этому 

-аргументу м о ж н о определить их стоимости и м а с с ы 
соответствующих предметов) , а т а к ж е м а к с и м а л ь н а я 
с у м м а р н а я м а с с а , которую можно унести. 

Д л я н а ш е й з а д а ч и Г ( 5 , 16) о п р е д е л и м п о д з а д а ч и 
Т(i, / ) , где i о б о з н а ч а е т количество н а ч а л ь н ы х предме
тов, из которых можно о с у щ е с т в л я т ь выбор , а / опреде 
л я е т м а к с и м а л ь н о в о з м о ж н у ю с у м м а р н у ю массу уноси
мых предметов . О т м е т и м , что введенный т а к и м о б р а з о м 
первый п а р а м е т р i определяет к а к количество п р е д м е т о в 
д л я п о д з а д а ч и , т а к и значения их стоимостей и масс из 
т а б л и ц С и М. 

О п р е д е л и м с н а ч а л а н а ч а л ь н ы е з н а ч е н и я функции Т. 
П р и нулевых з н а ч е н и я х одного из аргументов з н а ч е н и е 
ф у н к ц и и р а в н о нулю: 

7 ( 0 , 0) = 0, 
Т(0, / ) = 0 при / > 1 , 
T(i, 0) = 0 при / > 1 . 
О п р е д е л и м в о з м о ж н ы е з н а ч е н и я функции /' («, /') при 

ненулевых з н а ч е н и я х аргументов . 
Решение подзадачи, соответствующей функции Т (i, /), 

м о ж е т быть сведено к двум в о з м о ж н о с т я м : уносится ли 
при н а и л у ч ш е м решении предмет с номером i или нет. 

Если предмет не уносится , то решение з а д а ч и 
с i п р е д м е т а м и сводится к решению п о д з а д а ч и с 
(—1 п р е д м е т а м и , т. е. 

T(i, / ) = Г ( / - 1 , / ) . 

Если предмет с номером / уносится , то это умень
ш а е т м а к с и м а л ь н о в о з м о ж н у ю с у м м а р н у ю массу д л я 
i—1 первых предметов на величину M[i], одновременно 
при этом у в е л и ч и в а я значение р е ш е н и я д л я о с т а в ш и х с я 
предметов T(i— 1, j — M[i]) на величину C[i], т. е. 

ГЦ, j)=T(i-l, j-M\i\) + C[i\. 
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П р и этом необходимо у ч и т ы в а т ь , что в т о р а я с и т у а ц и я 
в о з м о ж н а только тогда , когда м а с с а г-го предмета не 
б о л ь ш е з н а ч е н и я / . 

Теперь д л я получения н а и л у ч ш е г о р е ш е н и я н а м не
обходимо в ы б р а т ь л у ч ш у ю из этих двух возможностей . 
Поэтому р е к у р р е н т н о е соотношение при и / ^ 1 
имеет вид: 

T(i, / ) = 7 - ( i - l , /) 
при j<M[i], 
T(i, j)=max(T(i-l, j), T(i-l, j-M[i\)+C[i\ 
при j"^M[i]. 
П у с т ь з а д а н ы с л е д у ю щ и е з н а ч е н и я стоимости и м а с 

сы д л я 5 предметов : 

С [ 1 ] = 5, М [1] = 4; 
С [2] = 7, Af[2] = 5; 
С [ 3 ] = 4, Af[3] = 3; 
С [4] = 9, Af [4] = 7; 
С [5] = 8, Af [5] = 6. 

Т а б л и ц а значений функции Т, которую мы т а к 
ж е назовем Т, в ы г л я д и т с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 

2 0 0 0 0 5 7 7 7 7 12 12 12 12 1-2 12 12 12 

3 0 0 0 4 5 7 7 9 11 12 12 12 16 16 16 16 16 

4 0 0 0 4 5 7 7 9 11 12 13 14 16 16 18 20 21 

5 0 0 0 4 5 7 8 9 11 12 13 15 16 17 19 20 21 

С л е д о в а т е л ь н о , решение з а д а ч и 7 ( 5 , 16) = 2 1 , т. е. 
м о ж н о унести п р е д м е т о в на 21 р у б л ь . 

П р и в е д е м одну из в о з м о ж н ы х р е а л и з а ц и й . 
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Т [ 0 , 0 ] : = 0 
нц д л я j от 1 до 16 
| Т [ 0 , j] = 0 
к ц 
нц д л я i от 1 до 5 
| T [ i , 0] = 0 
к ц 
нц д л я i от 1 до 5 

нц д л я j от 1 до 16 
если j > = М [i] 

то 
T [ i , j ] = m a x ( T [ i — 1 , j] , T [ i 
иначе 
T [ i , j ] = T [ i - l , j ] 

все 
к ц 

к ц 

ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 

1. К к а к и м п о д з а д а ч а м м о ж е т сводиться поиск одной 
ф а л ь ш и в о й монеты среди 27 монет, если известно, что 
она легче других , а все о с т а л ь н ы е имеют о д и н а к о в у ю 
массу? 

2. К к а к и м п о д з а д а ч а м м о ж е т сводиться з а д а ч а в ы 
числения з н а ч е н и я JV! (N\ = 1 ' 2 - 3 - . . . '/V)? 

3 . К к а к и м п о д з а д а ч а м м о ж е т сводиться з а д а ч а по
иска с у м м ы п о л о ж и т е л ь н ы х элементов т а б л и ц ы , состоя
щей из 10 элементов? 

4 . Я в л я ю т с я ли п р а в и л ь н ы м и р е к у р р е н т н ы е у р а в н е 
ния, где i — н а т у р а л ь н о е число: 

а ) S(i) = S(i—l) — ai, 
б) S(i) = S(i-l) + S(i — 1) д л я i > 2 , 

S ( l ) = l ; 
в) P(i) = P{i—\)i д л я i > 2 , 

Я ( 1 ) = 1 ; 
г) S ( t ) = S (i div 2 ) + 1 д л я i > 2 , 

S ( 0 ) = 1 ; 

(4.9) 

- 1 , j _ M [ i ] ] + C [ i ] ) 
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д) S(i) = S(i—\)+[/i д л я i > l , 
S ( 0 ) = 0; 

е) S(i) = S ( i - l ) + ( — l)ixi/i д л я 
S ( 0 ) = 1 ; 

ж ) F ( i ) = F ( ( i d i v 2 ) + l ) + l д л я i > 2 , 
F ( 1 ) = 0, F ( l ) = - 1 ? 

5. У к а з а т ь , при каких р а з м е р а х т а б л и ц могут быть 
р е а л и з о в а н ы р е к у р р е н т н ы е соотношения: 

а ) S(i)=S(i6iw2) + S{i — 1) д л я 2 < г < 2 0 , 
S ( l ) = l ; 

б) S ( i , / ) = m i n ( S ( t — 1 , / ) , S(i— 1, / — 1 ) , а,,) д л я 
2 < i < i V , 2 < / < A f , 
S ( l , / ) = а 1 7 , S ( i , 1) = а„? 

6. П у с т ь У , = 1,5; W j = - i t i - П о л у ч и т ь у 2 , v 3 , У Я , 

где л — з а д а н н о е н а т у р а л ь н о е число. 
7. П у с т ь дг0 = с, xx — d\ xt — х{_i + х , _ 2 + 6. П о л у ч и т ь 

х 2 . х 3 , . . . , х„, где га, Ь, с, d — з а д а н н ы е н а т у р а л ь н ы е числа . 

8. П у с т ь н, = 0, « 2 = 1 ; « i = M j _ i + . « i _ 2 - u i - i — м ; - 2 - П о 
лучить .и 3 , и 4 , «„, где га — з а д а н н о е н а т у р а л ь н о е число. 

9. П у с т ь я 0 = а, = 1; а , = а ^ _ , 1 + « , - 2 - П о л у ч и т ь а 2 , а 3 , 

ап, где л — з а д а н н о е н а т у р а л ь н о е число. 

10. П у с т ь а, = 6, = 1, а, = 0,5 (д/&,_ i + 0,5д/я,_ i ) , 6 ; = 
= 2«, 2_, + й<_ 1. Получить а 2 , а 3 , ап, b2, Ь3, где 
га — н а т у р а л ь н о е число. 

11. П у с т ь а, = и, bi — v, ai — 2bi_l-\-ai_u 6 i = 2of_ 1-f-
+ Получить а 2 , а-„ ап, Ь2, Ь3, Ьп, где га — нату
р а л ь н о е число , & и, v — некоторые д е й с т в и т е л ь н ы е 
числа . 

12. П у с т ь « 1 = 1 , bt = l, a i = 3 / 4 a , _ 1 — & , = 
= 4/Зй,-_ 1 —a,-_,. П о л у ч и т ь а2, а3, а„, b2, Ь3, Ьп, где 
га — н а т у р а л ь н о е число. 

13. П у с т ь a, = 1, &, = 1, а г = 2'а,_ ! + !'!&,_!, ^ = / ! а , _ , + 
+ 3'й,_,. Получить а 2 , а 3 , я „ , 6 2 , Ь3,/>„, где га — нату
р а л ь н о е число. 
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14. Вычислить з н а ч е н и е д р о б е й . 

а ) б) 

1 + 

3 + 

2 + 

п + 
я + 1 

3" + ' 
п+\ 

в) 

1 + 

г) 

1 + 
— 1 

— 1 

п-\-
п+1 

л + 2 
( - 1 ) " 
га+1 

Д) е) 

12 

12 

12 16 

2 + 

4 + 

12 + Т_ 

12 
Я + 1 + я + 2 

ж ) 

2 + 

24 - 2 4 

( - 1 ) " я ! 
п + 1 
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ЗАДАЧИ ПОВЫШЕННОЙ СЛОЖНОСТИ 

1. С о с т а в и т ь а л г о р и т м о п р е д е л е н и я количества шес
тизначных «счастливых» т р а м в а й н ы х билетов , у которых 
с у м м а первых трех ц и ф р с о в п а д а е т с суммой трех по
следних. 

2 . С о с т а в и т ь а л г о р и т м о п р е д е л е н и я к о л и ч е с т в а 
2Л^-значных «счастливых» билетов , у которых с у м м а 
первых N цифр р а в н а с у м м е последних N ц и ф р ; Af—• 
произвольное н а т у р а л ь н о е число. 

3 . Н а й т и количество га-значных чисел в десятичной 
системе счисления , у к а ж д о г о из которых с у м м а ц и ф р 
р а в н а k. П р и этом в к а ч е с т в е n - значного числа мы 
д о п у с к а е м и числа , н а ч и н а ю щ и е с я с одного или несколь
ких нулей. Н а п р и м е р , 000102 р а с с м а т р и в а е т с я к а к шес
тизначное число, с у м м а ц и ф р которого р а в н а 3 . 

4 . Ф и ш к а м о ж е т д в и г а т ь с я по полю длиной N только 
вперед . Д л и н а хода ф и ш к и не более К- Н а й т и число 
р а з л и ч н ы х путей, по которым ф и ш к а м о ж е т пройти поле 
от позиции 1 до позиции N. 

П р и м е р . N = 4, К = 2. 
В о з м о ж н ы е д л и н ы ходов: 

1, 1. 1 
1, 2 
2, 1 

О т в е т : 3 . 
5 . П о к у п а т е л ь имеет купюры достоинством Ах, Ап, 

а п р о д а в е ц — Ви Вт. Н а й т и м а к с и м а л ь н у ю стоимость 
т о в а р а Р, который п о к у п а т е л ь не м о ж е т купить , потому 
что нет возможности точно р а с с ч и т а т ь с я з а этот т о в а р 
с п р о д а в ц о м , хотя денег на покупку его достаточно . 

6. У п о к у п а т е л я есть п монет достоинством / / , , Н п . 
У п р о д а в ц а есть т монет достоинством Вь Вт. М о ж е т 
ли п о к у п а т е л ь приобрести в е щ ь стоимостью S т а к , чтобы 
у п р о д а в ц а н а ш л а с ь т о ч н а я с д а ч а (если она необхо
д и м а ) ? 

7. П о м а т р и ц е A [I..N, 1..N] построить матр и ц у 
B[l..N, 1..JV]. Э л е м е н т B[i, / ] р а в е н м а к с и м а л ь н о м у из 
элементов м а т р и ц ы А, п р и н а д л е ж а щ е м у части , ограни-
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ценной с п р а в а д и а г о н а л я м и , п р о х о д я щ и м и через A [i, /] 
( см . т а б л и ц у ) . 

* * * * * 
* * * * * * * 
* * * * * * * * 
* * * * * * * 
* * * * * * 
* * * * * 
* * * * 
* * 
* * 

• 

8. З а д а н а м а т р и ц а н а т у р а л ь н ы х чисел А[1..п, 1..т]. 
З а к а ж д ы й проход через клетку (£, / ) в з и м а е т с я ш т р а ф 
A [i, /]. Необходимо м и н и м и з и р о в а т ь ш т р а ф и: 

а ) пройти из какойлибо клетки 1й строки в п-ю 
строку , при этом из текущей клетки м о ж н о перей

ти в л ю б у ю из 3 соседних, стоящих в строке с но

мером, на 1 большим; 
б) р е а л и з о в а т ь пункт а) д л я перехода из к л е т к и 

( 1 , 1) в клетку (п, т). 
9. В ы п у к л ы й Л'угольник, N^3, з а д а е т с я к о о р д и н а т а 

ми своих в е р ш и н в п о р я д к е обхода по контуру. Р а з б и т ь 
его на треугольники (N — 3) д и а г о н а л я м и , не п е р е с е к а ю 

щ и м и с я , кроме к а к по к о н ц а м , т а к и м о б р а з о м , чтобы: 
а ) с у м м а их длин б ы л а минимальной ; 
б) с а м а я д л и н н а я из д и а г о н а л е й имела н а и м е н ь ш у ю 

длину . 
10. Пусть х = ( а „ а2, ат) и y = (b{, b2 Ьп) — д в е 

з а д а н н ы е строки символов . 
О б о з н а ч и м через d(x, у) м и н и м а л ь н о е количество 

вставок , у д а л е н и й и з а м е н символов , которое необходимо 
д л я п р е о б р а з о в а н и я х в у. 

Н а п р и м е р : d (ptslddf, lsgldds) = 3 
i i J J t У Д

а л е н и е P . , , , { вставка g замена / 
ptslddf tslddf y. tsglddf ^ tsgldds 

Д л я з а д а н н ы х строк x и у о п р е д е л и т ь d(x, у). 
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11 . Д а н ы две строки х и у. С т р о к а х состоит из нулей 
и единиц, строка у состоит из символов А и В. М о ж н о ли 
строку х п р е о б р а з о в а т ь в строку у по с л е д у ю щ е м у 
п р а в и л у : ц и ф р а 0 п р е о б р а з у е т с я в непустую последова
тельность букв Л, а ц и ф р а 1 — л и б о в непустую последо
в а т е л ь н о с т ь букв Л, л и б о в непустую последовательность 
букв В? 

12. П у с т ь известно, что д л я п е р е м н о ж е н и я м а т р и ц ы 
р а з м е р а пХт на м а т р и ц у р а з м е р а m X / г требуется 
n-m-k о п е р а ц и й , и в р е з у л ь т а т е п о л у ч а е т с я м а т р и ц а 
р а з м е р а я Х & -

Необходимо определить , к а к о е м и н и м а л ь н о е число 
о п е р а ц и й потребуется д л я п е р е м н о ж е н и я s м а т р и ц Аи 

A s , з а д а н н ы х своими р а з м е р а м и n(i)-m(i). При этом 
можно п е р е м н о ж а т ь л ю б ы е две р я д о м стоящие м а т р и ц ы . 

З а м е ч а н и е : 
п (г) — число строк в м а т р и ц е Аь 

т (г) — число столбцов в м а т р и ц е Л ; , 
п (i) = m ( / + 1 ) . 

13. а ) И з з а д а н н о й числовой последовательности 
Л [1..JV] в ы ч е р к н у т ь м и н и м а л ь н о е количество элементов 
так , чтобы о с т а в ш и е с я о б р а з о в а л и строго в о з р а с т а ю щ у ю 
последовательность (или , что то ж е , найти м а к с и м а л ь 
ную по д л и н е строго в о з р а с т а ю щ у ю подпоследователь 
ность последовательности Л) . 

б) И з з а д а н н о й числовой последовательности Л [I..N] 
в ы ч е р к н у т ь м и н и м а л ь н о е число элементов т а к и м обра 
зом, чтобы в о с т а в ш е й с я подпоследовательности к а ж д ы й 
последующий элемент был б о л ь ш е п р е д ы д у щ е г о , кроме , 
быть может , одной п а р ы соседних элементов (одного 
« р а з р ы в а » в о з р а с т а ю щ е й подпоследовательности) . 

Н а п р и м е р : Л = ( 1 , 2, 3, 2, 4, 3, 4, 6); 
И с к о м а я подпоследовательность ( 1 , 2, 3 , 2, 3, 4, 6). 

Р а з р ы в подчеркнут . 
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в) И з з а д а н н о й числовой последовательности A[l..N] 
в ы ч е р к н у т ь м и н и м а л ь н о е число элементов т а к , чтобы 
в о с т а в ш е й с я подпоследовательности к а ж д ы й последую
щий э л е м е н т был больше п р е д ы д у щ е г о , кроме , быть 
может , т п а р соседних элементов ( с ф о р м и р о в а т ь в о з р а 
с т а ю щ у ю подпоследовательность с т « р а з р ы в а м и » ) . 

14. И з элементов з а д а н н о й последовательности це
лых чисел построить т а к у ю м а к с и м а л ь н о д л и н н у ю под
последовательность чисел, чтобы к а ж д ы й последующий 
э л е м е н т подпоследовательности д е л и л с я н а ц е л о на пре
д ы д у щ и й . 

15. З а д а ю т с я число п> 1 — р а з м е р н о с т ь пространст 
ва и р а з м е р ы М « -мерных п а р а л л е л е п и п е д о в (аа, ain), 
i—l, т. П а р а л л е л е п и п е д м о ж е т р а с п о л а г а т ь с я 
в п р о с т р а н с т в е л ю б ы м из способов, при которых его 
р е б р а п а р а л л е л ь н ы осям координат . 

Н а й т и м а к с и м а л ь н у ю последовательность в к л а д ы в а е 
мых друг в д р у г а п а р а л л е л е п и п е д о в . 

16. З а д а н ы три числа а, Ь, с. М о ж н о ли п р е д с т а в и т ь 
число а т а к и м о б р а з о м , чтобы 

где b х [i\ ^ с, х [i], a, b, с — целые? Л у ч ш и м с ч и т а е т с я 
а л г о р и т м , н а х о д я щ и й такое п р е д с т а в л е н и е с н а и м е н ь 
шим числом множителей . П р е д у с м о т р е т ь в а р и а н т , когда 
такого п р е д с т а в л е н и я не существует . 

17. Схема ж е л е з н о д о р о ж н о й сортировочной станции 
приведена на рисунке 29. 

a = x[l]-x[2]-...-x[k]= П х [i]. 

m путей 

Рис. 29 
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П у т и п р о н у м е р о в а н ы от 1 до га. 
Н а вход в произвольном п о р я д к е подается п вагонов , 

з а н у м е р о в а н н ы х ч и с л а м и от 1 до п. К а ж д ы й вагон 
необходимо н а п р а в и т ь на один из станционных путей, 
откуда его з а т е м п е р е в о д я т на выход. Н а любой путь 
м о ж н о н а п р а в и т ь произвольное количество вагонов . Н а 
выходе необходимо с ф о р м и р о в а т ь состав с номерами 
вагонов в в о з р а с т а ю щ е м порядке . 

О п и с а т ь алгоритм , который по д а н н ы м п, т и исход
ной последовательности номеров вагонов отвечает на 
вопрос , м о ж н о ли выполнить т р е б у е м у ю сортировку . 

18. Возвести число А в н а т у р а л ь н у ю степень п за к а к 
м о ж н о меньшее количество у м н о ж е н и й . 

19. З а д а н ы две последовательности чисел z и у. 
М о ж н о ли получить последовательность z в ы ч е р к и в а н и 
ем элементов из у? 

20 . В в о д я т с я две последовательности х и у. Н а й т и 
м а к с и м а л ь н у ю по д л и н е последовател ьно сть г, которую 
м о ж н о получить в ы ч е р к и в а н и е м элементов к а к из х, т ак 
и из у. 

Н а п р и м е р , д л я x = «abacs», y — «dalas» последова
тельность z = «aas». 

2 1 . П у с т ь х и у — две б и н а р н ы х последовательности 
(т. е. э л е м е н т ы последовательностей — нули и единицы); 
х и у м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к з а п и с ь в двоичной форме 
некоторых двух н а т у р а л ь н ы х чисел. 

Н а й т и м а к с и м а л ь н о е число z, двоичную з а п и с ь кото
рого м о ж н о получить в ы ч е р к и в а н и е м ц и ф р к а к из х, т ак 
и из у. О т в е т в ы д а т ь в виде бинарной последователь 
ности. 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1. С у щ е с т в у е т игра д л я одного игрока , к о т о р а я начи
н а е т с я с з а д а н и я цепочки с N в е р ш и н а м и . П р и м е р 
г р а ф и ч е с к о г о п р е д с т а в л е н и я цепочки п о к а з а н на рисун
ке 30, а, где N = 4. Д л я к а ж д о й в е р ш и н ы цепочки з а д а 
ется значение — целое число, а д л я к а ж д о г о р е б р а — 
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2 + 

a 5 з 
3 

в 

Рис. 30 

метка о п е р а ц и и -{-(сложение) либо * (умножение) . Р е б р а 

цепочки п р о н у м е р о в а н ы от 1 до JV—1. 
К а ж д ы й ход состоит из с л е д у ю щ и х ш а г о в : 
в ы б и р а е т с я ребро Е и две в е р ш и н ы Vx и V2, которые 

соединены ребром Е; 
р е б р о Е и в е р ш и н ы V} и V2 з а м е н я ю т с я новой в е р ш и 

ной со значением , р а в н ы м р е з у л ь т а т у выполнения о п е р а 
ции, определенной меткой р е б р а Е, н а д з н а ч е н и я м и 
вершин Vx и V2. 

И г р а з а к а н ч и в а е т с я , когда б о л ь ш е нет ни одного 
р е б р а . Р е з у л ь т а т игры — это число, р а в н о е з н а ч е н и ю 
о с т а в ш е й с я в е р ш и н ы . 

Пример игры. И г р о к н а ч а л игру с у д а л е н и я 
ребра 2 (рис . 30, б), з а т е м — р е б р а 3 (рис . 3 0 , в), нако
нец, р е б р а 7. Р е з у л ь т а т о м игры будет число 0 (рис . 30, г). 

Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я по з а д а н н о й цепочке 
в ы ч и с л я е т м а к с и м а л ь н о е значение о с т а в ш е й с я в е р ш и н ы 
и выводит список всех тех ребер , у д а л е н и е которых на 
первом ходе игры позволяет получить это значение . 

Входные д а н н ы е находятся в ф а й л е с именем 
C H A I N . I N и имеют с л е д у ю щ у ю структуру . 

В первой строке находится число N (N ^.100) — коли
чество вершин цепочки. 
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В к а ж д о й из последующих N с т р о к а х находятся 
з н а ч е н и я в в е р ш и н а х — ц е л ы е числа . 

В к а ж д о й из последующих N—1 строк находится 
тип о п е р а ц и й ( + или *) д л я соответствующего ребра . 

Р е б р о с номером / соединяет в е р ш и н ы с н о м е р а м и / и 

В выходной ф а й л с именем C H A I N . O U T требуется 
вывести м а к с и м а л ь н о в о з м о ж н ы й р е з у л ь т а т . 

2. В связи с эпидемией гриппа в больницу н а п р а в л я 
ется А больных гриппом «А» и В больных гриппом «В». 
Б о л ь н ы х гриппом «А» нельзя п о м е щ а т ь в одну п а л а т у 
с больными гриппом «В». И м е е т с я и н ф о р м а ц и я об об
щем количестве п а л а т Р в больнице , п р о н у м е р о в а н н ы х 
от 1 до Р, и о р а с п р е д е л е н и и у ж е имеющихся т а м 
больных. 

Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , о п р е д е л я ю щ у ю м а к с и м а л ь н о е 
количество больных М, которое больница в состоя
нии принять . П р и р а з м е щ е н и и новых больных не р а з р е 
ш а е т с я п е р е с е л я т ь у ж е имеющихся больных из п а л а т ы 
в п а л а т у . 

Входные д а н н ы е находятся в текстовом ф а й л е и име
ют с л е д у ю щ у ю структуру : 

в первой строке находится число А (целое , 0 < : А ^ 
< 1 0 0 ) ; 

во второй строке — число В (целое , O ^ f i ^ l O O ) ; 
в третьей строке — число Р ( н а т у р а л ь н о е , Р^.20); 
в к а ж д о й из последующих Р с трок находятся 3 числа 

га, а, Ь, р а з д е л е н н ы х пробелом, где га — вместимость 
п а л а т ы , а — количество у ж е имеющихся в п а л а т е боль
ных гриппом «А», b — количество у ж е имеющихся в па
л а т е больных гриппом «В». И н ф о р м а ц и я о вместимости 
п а л а т вводится последовательно д л я п а л а т с номерами 
1, 2, Р. Ч и с л а га, a, b — ц е л ы е н е о т р и ц а т е л ь н ы е 
меньше 100. 

Выходные д а н н ы е д о л ж н ы быть з а п и с а н ы в тексто
вый ф а й л и иметь с л е д у ю щ и й ф о р м а т : 

в первой строке д о л ж н о находиться число М; 
если все поступившие б о л ь н ы е р а з м е щ е н ы , то во 
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второй строке д о л ж н ы находиться номера п а л а т , р а з д е 
л е н н ы е пробелом, куда п о м е щ а ю т с я больные грип
пом «А». 

3 . З а д а е т с я н а т у р а л ь н о е число N ( А / ^ 9 9 9 ) . Д в о е 
и г р а ю щ и х н а з ы в а ю т по очереди числа , меньше 1000, по 
с л е д у ю щ и м п р а в и л а м . Н а ч и н а я с числа N, к а ж д о е новое 
число д о л ж н о у в е л и ч и в а т ь одну из ц и ф р п р е д ы д у щ е г о 
числа ( в о з м о ж н о , н е з н а ч а щ и й нуль) на 1, 2 или 3. П р о 
и г р а в ш и м считается тот, кто н а з ы в а е т число 999. 

Д л я з а д а н н о г о N необходимо определить , м о ж е т ли 
в ы и г р а т ь игрок, д е л а ю щ и й первый ход, при н а и л у ч ш и х 
последующих ходах противника . Вывести сообщение 
« П е р в ы й в ы и г р ы в а е т » или « П е р в ы й п р о и г р ы в а е т » . В 
с л у ч а е возможности в ы и г р ы ш а первым игроком требу
ется н а п е ч а т а т ь все его в о з м о ж н ы е первые ходы. 

4. З а д а н числовой треугольник из N строк. Н а п и с а т ь 
п р о г р а м м у , к о т о р а я о п р е д е л я е т м а к с и м а л ь н у ю сумму 
чисел , р а с п о л о ж е н н ы х на пути, который н а ч и н а е т с я 
с верхнего числа и з а к а н ч и в а е т с я на к а к о м - н и б у д ь числе 
в основании треугольника ( м а к с и м у м суммы — среди 
всех таких путей) . 

7 
3 8 

8 1 0 
2 7 7 4 

4 5 2 6 5 

Н а к а ж д о м ш а г е м о ж н о д в и г а т ь с я к соседнему по 
д и а г о н а л и числу влево-вниз или в п р а в о - в н и з . Ч и с л о 
строк в треугольнике больше 1 и меньше либо р а в н о 
100. Все числа в треугольнике — ц е л ы е в и н т е р в а л е 
м е ж д у 0 и 99 включительно . 

5. В м а г а з и н е к а ж д ы й т о в а р имеет цену. Н а п р и м е р , 
цена одного цветка р а в н а 2, а цена одной в а з ы р а в н а 
5. Ч т о б ы привлечь покупателей , м а г а з и н ввел скидки: 
р е ш и л п р о д а в а т ь набор о д и н а к о в ы х или р а з н ы х т о в а р о в 
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по пониженной цене. Н а п р и м е р : три цветка з а 5 вместо 
б или две в а з ы вместе с одним цветком за 10 вместо 12. 

Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , в ы ч и с л я ю щ у ю н а и м е н ь ш у ю це

ну, которую п о к у п а т е л ь д о л ж е н з а п л а т и т ь за з а д а н н ы е 
покупки . О п т и м а л ь н о е решение д о л ж н о б ы т ь получено 
посредством скидок. Н а б о р товаров , который требуется 
купить , нельзя д о п о л н я т ь ничем, д а ж е если бы это 
снизило общую стоимость н а б о р а . Д л я описанных в ы ш е 
цен и скидок н а и м е н ь ш а я цена за три цветка и две в а з ы 
р а в н а 14: две в а з ы и один цветок п р о д а ю т с я по сни

ж е н н о й цене за 10 и д в а цветка — по обычной цене з а 4. 
В х о д н ы е д а н н ы е с о д е р ж а т с я в д в у х ф а й л а х : 

I N P U T . T X T и O F F E R . T X T . П е р в ы й ф а й л описывает 
покупки («корзину с покупками») , второй — скидки . 
В обоих ф а й л а х с о д е р ж а т с я только ц е л ы е числа . 

П е р в а я строка ф а й л а I N P U T . T X T с о д е р ж и т коли

чество b р а з л и ч н ы х видов т о в а р а в корзине (О^.Ь^.5). 
К а ж д а я из с л е д у ю щ и х b строк с о д е р ж и т з н а ч е н и я 
k и р. З н а ч е н и е с — у н и к а л ь н ы й код т о в а р а (1 ^ с ^ 9 9 9 ) . 
З н а ч е н и е р з а д а е т , сколько единиц т о в а р а находится 
в корзине (1 < ; £ ^ 5 ) . О б р а т и т е внимание , что общее 
количество т о в а р о в в корзине м о ж е т быть не более 
5  5 = 25 (единиц) . 

П е р в а я строка ф а й л а O F F E R . T X T с о д е р ж и т коли

чество s в о з м о ж н ы х скидок ( 0 ^ s ^ 9 9 ) . К а ж д а я из 
с л е д у ю щ и х s строк описывает одну скидку , о п р е д е л я я 
набор т о в а р о в и о б щ у ю стоимость н а б о р а . П е р в о е число 
п в т а к о й строке о п р е д е л я е т количество р а з л и ч н ы х видов 
т о в а р а в н а б о р е ( 1 ^ « ^ 5 ) . С л е д у ю щ и е п л а р чисел 
(с, k) у к а з ы в а ю т , что k единиц товара с кодом с включены 
в набор д л я скидки (1 ^ / г ^ 5 , 1 ^ x ^ 9 9 9 ) . П о с л е д н е е 
число в строке р о п р е д е л я е т у м е н ь ш е н н у ю стоимость 
н а б о р а ( 1 ^ р ^ 9 9 9 9 ) . Стоимость н а б о р а меньше сум

м а р н о й стоимости отдельных единиц т о в а р о в в наборе . 
З а п и с а т ь в выходной ф а й л O U T P U T . T X T одну строку 

с н а и м е н ь ш е й возможной с у м м а р н о й стоимостью поку

пок, з а д а н н ы х во входном ф а й л е . 
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6. В ф а й л о в о й системе настенного персонального 
к о м п ь ю т е р а ВС-1 ( В и с я ч а я С и с т е м а ) ф а й л ы о р г а н и з о в а 
ны в к а т а л о г и . В компьютере нет понятия устройства 
и поэтому полное имя ф а й л а я в л я е т с я строкой, состоя
щей из имен к а т а л о г о в и имени ф а й л а , р а з д е л е н н ы х 
символом \ , причем \ не м о ж е т быть первым, последним 
символом, а т а к ж е идти два р а з а п о д р я д . 

И м я ф а й л а ( к а т а л о г а ) м о ж е т быть произвольной 
д л и н ы , но д л и н а полного имени ф а й л а не м о ж е т б ы т ь 
д линне е N символов . В качестве символов , д о п у с т и м ы х 
к у п о т р е б л е н и ю в именах ф а й л о в ( к а т а л о г о в ) , могут 
и с п о л ь з о в а т ь с я символы из а л ф а в и т а , состоящего из 
К букв (символ \ не входит в их число) . 

Д л я д а н н ы х / \ ( 1 < / ( < 1 3 ) и N ( l < i V < 5 0 ) опреде 
л и т ь м а к с и м а л ь н о е число ф а й л о в , которое м о ж н о з а п и 
с а т ь на д а н н ы й компьютер . 

7. Во в р е м я т р а н с л я ц и и концерта « П е с н я года» пред
п р и н и м а т е л ь К р е ш и л с д е л а т ь бизнес на производстве 
кассет . Он имеет М к ассет с длительностью з в у ч а н и я 
D к а ж д а я и хочет з а п и с а т ь на них м а к с и м а л ь н о е число 
песен. Эти песни (их общее количество N) п е р е д а ю т с я 
в п о р я д к е 1, 2, N и имеют з а р а н е е известные ему 
длительности з в у ч а н и я L(l), L (2), L(N). П р е д п р и н и 
м а т е л ь м о ж е т выполнить одно из с л е д у ю щ и х действий: 

з а п и с а т ь очередную песню на кассету (если она туда 
п о м е щ а е т с я ) или пропустить ее; 

если песня на кассету не п о м е щ а е т с я , то м о ж е т 
пропустить эту песню или н а ч а т ь з а п и с ы в а т ь ее на 
новую кассету , при этом с т а р у ю кассету о т л о ж и т ь и туда 
у ж е ничего не з а п и с ы в а т ь . 

О п р е д е л и т ь м а к с и м а л ь н о е количество песен, которые 
п р е д п р и н и м а т е л ь м о ж е т з а п и с а т ь на кассеты . 

8. Учитель и н ф о р м а т и к и ж и в е т на N-м э т а ж е д е в я т и 
э т а ж н о г о д о м а с лифтом , который м о ж е т о с т а н а в л и в а т ь 
ся на к а ж д о м э т а ж е . М е ж д у соседними э т а ж а м и д о м а 
имеется л е с т н и ц а из двух пролетов , р а з д е л е н н ы х пло
щ а д к о й , по k ступенек в к а ж д о м пролете . С к о л ь к и м и 
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способами учитель м о ж е т подняться на свой э т а ж , если, 
п о д н и м а я с ь по лестнице , можно становиться на следую
щую ступеньку или идти через одну ступеньку? 

9. Среди всех Л/-битных двоичных чисел у к а з а т ь ко
личество тех, у которых в двоичной з а п и с и нет п о д р я д 
идущих k единиц. С а м и числа в ы д а в а т ь не надо! N и k — 
н а т у р а л ь н ы е , k^N ^.30. 

10. В связи с открытием о л и м п и а д ы по и н ф о р м а т и к е 
N человек (JVsJ 10) решили устроить вечеринку . Д л я про
ведения вечеринки достаточно купить MF б у т ы л о к ф а н 
ты, MB б а н а н о в и МС тортов . Требуется о п р е д е л и т ь 
м и н и м а л ь н ы й взнос у ч а с т н и к а вечеринки . 

П р и покупке определенных наборов т о в а р а действу
ют п р а в и л а оптовой торговли: стоимость н а б о р а то в ар а 
м о ж е т отличаться от с у м м а р н о й стоимости отдельных 
частей . 

Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я по входным д а н н ы м 
о п р е д е л я е т м и н и м а л ь н ы й взнос участника вечеринки. 

У К А З А Н И Я К Р Е Ш Е Н И Ю ЗАДАЧ П О В Ы Ш Е Н Н О Й 
С Л О Ж Н О С Т И 

1. Вариант 1. С а м о е простое — это п е р е б р а т ь все 
в о з м о ж н ы е к о м б и н а ц и и шести ц и ф р и подсчитать число 
«счастливых» билетов . 

C o u n t : = 0 ; (количество «счастливых» билетов} 
for a l : = 0 to 9 do 

for a 2 : = 0 to 9 do 
for a 3 : = 0 to 9 do 

for a 4 : = 0 to 9 do 
for a 5 : = 0 to 9 do 

for a 6 : = 0 to 9 do 
if a l + a2 + a 3 = a4 + a 5 + a6 

(«счастливый»?} 
t hen C o u n t : = C o u n t - j - 1; 

П о д с л о ж н о с т ь ю а л г о р и т м а будем понимать коли
чество выполнений о п е р а т о р о в наиболее глубоко вло-
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женного ц и к л а . Условие if во в л о ж е н н ы х ц и к л а х будет 
п р о в е р я т ь с я 10 6 раз , поэтому будем говорить, что с л о ж 
ность этого а л г о р и т м а 10 6 . 

Вариант 2. О б р а т и м в н и м а н и е на то, что в «счастли
вом» билете п о с л е д н я я ц и ф р а а 6 однозначно о п р е д е л я 
ется п е р в ы м и пятью: 

Яе = ( « 1 + «г + а3) — ( а 4 + а 5 ) . 

Если 0 ^ а 6 ^ 9 , то билет «счастливый» , иначе — нет. 
Т а к и м о б р а з о м , мы можем у б р а т ь шестой в л о ж е н н ы й 
цикл : 

C o u n t : = 0 ; 
for a l : = 0 to 9 do 

for a 2 : = 0 to 9 do 
for a 3 : = 0 to 9 do 

for a 4 : = 0 to 9 do 
for a 5 : = 0 to 9 do 

b e g i n 
a 6 : = ( a l + a2 + a3) — ( a 4 + a5); 
if ( a 6 > = 0 ) a n d ( a 6 < = 9 ) 
then C o u n t : = C o u n t + 1; 

end; 

С л о ж н о с т ь а л г о р и т м а 10 5 . И с п о л ь з у я з а в и с и м о с т ь a 6 

от первых пяти цифр , мы у м е н ь ш и л и сл о ж но сть алго
р и т м а и, вообще говоря, в р е м я в ы п о л н е н и я п р о г р а м м ы 
в 10 р а з ! 

Вариант 3 . Если к о м б и н а ц и й аха2а3 первых трех ц и ф р 
с суммой Т=а1-\-а2-{-а3 н а с ч и т ы в а е т с я С [Г], то всего 
«счастливых» билетов с суммой половины 7 , = a, + a 2 + 
+ а3 = а4 + а5 + а6 будет C[Tf. 

Д е й с т в и т е л ь н о , к а ж д о е «счастливое» ш е с т и р а з р я д н о е 
число м о ж е т быть получено «склейкой» двух произволь 
ных т р е х р а з р я д н ы х чисел с одинаковой суммой ц и ф р . 
Всего существует 28 в с е в о з м о ж н ы х значений сумм Т — 
от 0 = 0 + 0 + 0 до 27 = 9 + 9 + 9. П о д с ч и т а е м С [/], / = 
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= 0, 27, з а т е м находим и н т е р е с у ю щ е е н а с количество 
«счастливых» билетов : С[Of+C[if+ . . . + С[27]2. 

З а м е т и м , что «счастливых» билетов с суммой Т столь
ко ж е , сколько и с суммой 2 7 — Т . Д е й с т в и т е л ь н о , если 
билет а{а2а3а4а5а6 с суммой Т—«счастливый», то т а к о 
в ы м ж е я в л я е т с я и билет (999999 — axa2a3a4aba^) с суммой 
2 7 — Т . Поэтому число билетов м о ж н о в ы ч и с л я т ь и по 
ф о р м у л е 2 ( С | 0 ] 2 + . . . + С [ 1 3 ] 2 ) , т. е. р а с с м а т р и в а т ь толь 
ко с у м м ы от 0 до 13. 

v a r С : a r r a y [ 0 . . 1 3 ] of l o n g i n t ; 
{массив С из 14 элементов — по числу р а с с м а т р и в а е м ы х 

сумм} 

C o u n t : = 0 ; 
for Т : = 0 to 13 do C [ T ] : = 0 ; 
for a l : = 0 to 9 do {перебираем все} 

for a 2 : = 0 to 9 do {возможные a l a2 a3} 
for a 3 : = 0 to 9 do 
b e g i n 

T : = a l - f - a 2 + a 3 ; 
if T < = 13 {если с у м м а не пре

в ы ш а е т 13, то} 

then С [Т] : = С [ Т ] + 1 {нашли еще один 
билет} 

end; {с суммой Т} 
for Т : = 0 to 13 do {считаем число би

летов} 
C o u n t : = Coun t + С [Т]* С [Т]; " 

C o u n t : = C o u n t * 2; {удваиваем сумму} 

С л о ж н о с т ь этого а л г о р и т м а р а в н а 10 3 . 
Вариант 4. В в а р и а н т е 3 мы п е р е б и р а л и к о м б и н а ц и ю 

ц и ф р и и с к а л и количество к о м б и н а ц и й с с у м м а м и С [71. 
С е й ч а с мы пойдем от с у м м ы Т, и по ней будем опреде
л я т ь , к а к о е количество к о м б и н а ц и й а1а2а3 ее имеет. 
И т а к , Т=а{-\-а2-\-а3. 
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М и н и м а л ь н о е значение , которое м о ж е т п р и н и м а т ь 
аи — это m a x {О, Т—18}. Ч л е н Т—18 п о я в л я е т с я из 
с л е д у ю щ и х с о о б р а ж е н и й : пусть а 2 = а 3 = 9, тогда at = 
= Т—18, но ах не м о ж е т быть меньше 0. М а к с и м а л ь н о е 
з н а ч е н и е а{ = т'т{9, Т} ( т а к к а к а2 и а3 н е о т р и ц а т е л ь н ы , 
то а, ^ Т и одновременно а, ^ 9 ) . 

Д л я ц и ф р ы а2 аналогично п о л у ч а е м , что она л е ж и т 
в п р е д е л а х от m a x { 0 , Т — а{ — 9} до min {9, Т—а{}. 

Ц и ф р а аъ по Т, аг и а2 о п р е д е л я е т с я однозначно . 
П о л у ч а е м , что к о м б и н а ц и й а , а 2 а 3 с суммой Г и с пер

вой цифрой Й! столько ж е , сколько в о з м о ж н ы х ц и ф р а 2 , 
а именно 

min {9, Т — а,} — m a x {0, Т—а, — 9 } + 1 . 

К а к и в в а р и а н т е 3, мы м о ж е м р а с с м а т р и в а т ь д и а п а 
зон сумм от 0 до 13. 

C o u n t : = 0 ; 
for Т : = 0 to 13 do 
b e g i n 

C T : = 0 ; 
for a l : = m a x ( 0 , T — 1 8 ) to min (9, T) do 

C T : = C T + m i n ( 9 , T — a l ) — m a x ( 0 , T — a l — 
- 9 ) + l ; 

C o u n t : = C o u n t + CT * CT 
end ; 
C o u n t : — C o u n t * 2; 

С л о ж н о с т ь этого а л г о р и т м а (т. е. количество в ы п о л 
нений о п е р а ц и й п р и с в а и в а н и я внутри двух в л о ж е н н ы х 
циклов ) есть 9 5 . 

2 . З а д а ч а имеет очевидное решение , которое состоит 
в г е н е р а ц и и всех 2ЛГ-разрядных чисел и п р о в е р к е их на 
т р е б у е м о е свойство. О д н а к о общее количество таких 
чисел р а в н о 1 0 2 W и поэтому при i V > 3 потребуется очень 
много времени д л я получения р е з у л ь т а т а д а ж е на мощ
ном компьютере . С л е д о в а т е л ь н о , необходимо р а з р а б о 
т а т ь а л г о р и т м , который не требует г е н е р а ц и и всех чисел. 
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О б о з н а ч и м через S (k, i) количество ^  р а з р я д н ы х 
чисел, с у м м а цифр которых р а в н а i. Н а п р и м е р , 5 (2, 3) = 
= 4, т а к к а к существует 4 д в у р а з р я д н ы х числа (03 , 12, 
2 1 , 30), с у м м а ц и ф р которых р а в н а 3. Л е г к о з а м е т и т ь , 
что 5 ( 1 , 0 = 1 при / < К) и S ( 1 , i) = Q при г > 9 . П р е д п о 

л о ж и м теперь , что мы сумели в ы ч и с л и т ь значения вели

чин S (N, i) д л я всех i от 0 до 9JV, т. е. мы з н а е м , сколько 
существует Л/разрядных чисел с суммой цифр , равной 
0, 1, 9JV (9iV — м а к с и м а л ь н а я с у м м а цифр в Л/раз

р я д н о м числе) . Тогда нетрудно убедиться , что общее 
количество «счастливых» 2 М  р а з р я д н ы х чисел р а в н о 

P = S(N, 0f + S(N, lf + ...+S{N, 9Nf. 

Д е й с т в и т е л ь н о , при решении з а д а ч и 1 ( в а р и а н т 3) бы

ло пока з ано , что к а ж д о е «счастливое» 2 Я  р а з р я д н о е 
число м о ж е т быть получено «склейкой» двух произволь

ных ЛЛразрядных чисел с одинаковой суммой ц и ф р . 
Т а к и м о б р а з о м , необходимо уметь в ы ч и с л я т ь значе 

ния величин S(k, i) д л я всех k^.N, i^9k. О п р е д е л и м 
способ вычисления S ( & + 1 , i) через значения величин 
S (k, / ) , Понятно , что л ю б о е ( £ + 1) разряднос 
число м о ж е т быть получено из ^  р а з р я д н о г о д о б а в л е н и 

ем еще одного р а з р я д а ( ц и ф р ы ) . С л е д о в а т е л ь н о , 

S(k+l, i) = S(k, i - l ) + S(k, i  2 ) + . . . , 

где 1 , 2 , . . . — в о з м о ж н ы е д о б а в л е н н ы е ц и ф р ы . Ясно, что 
это 0, 1, т, где m = m i n ( 9 , i). С л е д о в а т е л ь н о , 

S(k+l, i) = S(k, i — 0) + S(k, i  l ) + . . . +S(k, i — m). 

3. И с п о л ь з у е м метод р е ш е н и я з а д а ч и 2. 
О б о з н а ч и м искомое количество газначных чисел в де

сятичной системе счисления , у к а ж д о г о из которых сум

ма ц и ф р р а в н а k, через С (k, п). П о с л е д н я я ц и ф р а числа 
м о ж е т л е ж а т ь в п р о м е ж у т к е от 0 до 9. В соответствии 
с этим с у м м а ц и ф р ( « — 1 )  з н а ч н о г о числа , п о л у ч а ю щ а я 

ся из газначного числа о т б р а с ы в а н и е м последней ц и ф р ы , 
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м о ж е т п р и н и м а т ь одно из значений к, к—1, k — 9. 
О т с ю д а получаем , что 

С(к, п) = С(к, п - \ ) + ...+С(к-9, п—\). 

К р о м е того, С(k, 1) = 1 при 0 < & < ! 9 и С(k, 1) = 0 при 

4 . Очевидное решение з а д а ч и п р е д п о л а г а е т р а з л о ж е 
ние числа N—1 на в с е в о з м о ж н ы е с у м м ы т а к и м о б р а з о м , 
чтобы к а ж д о е с л а г а е м о е из с у м м ы не превосходило К-
Очевидно , что т а к и х р а з л о ж е н и й очень много, особенно 
если у ч и т ы в а т ь , что порядок с л а г а е м ы х в р а з л о ж е н и и 
существенен , т а к к а к он соответствует ра зличной после
довательности ходов фишки . Н о о б р а т и м внимание на то, 
что в условии з а д а ч и не т р е б у е т с я в ы п и с а т ь все эти 
р а з л о ж е н и я , необходимо только у к а з а т ь их общее коли
чество! 

О б о з н а ч и м через S (/) количество р а з л и ч н ы х путей, 
по которым ф и ш к а м о ж е т пройти поле от н а ч а л а до 
позиции с номером /. П р е д п о л о ж и м теперь , что д л я 
любого ( от 1 до i известны з н а ч е н и я величин S (/) . 
З а д а ч а состоит в определении п р а в и л а вычисления зна 
чения S ( / + l ) , используя з н а ч е н и я известных величин . 
Л е г к о з а м е т и т ь , что в позицию с номером г + 1 ф и ш к а 
м о ж е т попасть только из позиции i, i—1, . . . . i — s, где 
s = min (К, i— 1) (мы р а с с м а т р и в а е м только позиции с но
м е р а м и от 1 до N). С л е д о в а т е л ь н о , 

S(i+l) = S(i) + S(i-l) + ...+S{i-K). 

Т а к и м о б р а з о м , п о л а г а я S ( l ) = l и в ы ч и с л я я после
д о в а т е л ь н о значения величин 5 ( 2 ) , S (N) по опи
с а н н о м у в ы ш е п р а в и л у , получаем значение S (N), кото
рое и у к а з ы в а е т общее количество р а з л и ч н ы х путей, по 
которым ф и ш к а м о ж е т пройти поле от н а ч а л а до пози
ции с номером N. 

5. Если п о к у п а т е л ь отдаст все свои купюры п р о д а в 
цу, то понятно, что д л я решения исходной з а д а ч и необхо-

213 



д и м о найти р а з м е р м и н и м а л ь н о й с д а ч и , которую прода 
вец не м о ж е т вернуть , используя л ю б ы е имеющиеся 
т е п е р ь у него к у п ю р ы Ct (его и п о к у п а т е л я ) . Д л я этого 
удобно о т с о р т и р о в а т ь к у п ю р ы по их достоинству в по
р я д к е н е у б ы в а н и я . 

П р е д п о л о ж и м , что п р о д а в е ц м о ж е т вернуть л ю б у ю 
с д а ч у от 1 до S , используя только п е р в ы е i купюр. Д л я 
с л е д у ю щ е й ( г + 1 ) - й купюры достоинства С , + 1 в о з м о ж н ы 
2 с и т у а ц и и . 

1) Ci+l<.S-\-2. Тогда понятно , что п р о д а в е ц м о ж е т 
вернуть л ю б у ю сдачу от 1 до С / - т - 1 + 5 , т а к к а к л ю б а я 
из этих сумм п р е д с т а в и м а л и б о п е р в ы м и i к у п ю р а м и , 
либо (г + 1 )-й купюрой вместе с некоторыми из первых 
i к у п ю р . 

2) С , + 1 > S + 1 . В этом с л у ч а е п р о д а в е ц не м о ж е т 
вернуть сдачу S + 1. 

О п и ш е м а л г о р и т м в ы ч и с л е н и я S. 

S : = 0 ; 
i : = l ; 
нц пока ( i < = N ) и ( C [ i ] < = = S + l ) 

S : = S + C[ij; 
i : = i + l 

кц 

Если значение S не меньше с у м м а р н о г о количества 
денег п о к у п а т е л я , то п о к у п а т е л ь м о ж е т купить т о в а р 
любой доступной ему стоимости, точно р а с с ч и т а в ш и с ь з а 
покупку . И н а ч е — P==Al-\-... -\-AN_s. 

6. Е с л и S>Я,-}-... + # „ , то сумму в ы п л а т и т ь нельзя . 
Е с л и п о к у п а т е л ь отдаст все свои к у п ю р ы продавцу , 

то понятно, что д л я решения исходной з а д а ч и надо 
определить , м о ж е т ли п р о д а в е ц вернуть сумму # ! + . . . + 
-\-Нп-\-В1-\~... -\-Вт — S, используя л ю б ы е имеющиеся те
перь у него к у п ю р ы М{ (его и п о к у п а т е л я ) . Д л я этого 
удобно о т с о р т и р о в а т ь к у п ю р ы по их достоинству в по
р я д к е н е у б ы в а н и я . 
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Пусть P = M{-j-M2-{-... +Мп+т. Р е ш и м более о б щ у ю 
з а д а ч у : найдем все н е п р е д с т а в и м ы е д а н н ы м и к у п ю р а м и 
с у м м ы на п р о м е ж у т к е от 0 до Р. 

З а в е д е м м а с с и в А [0.. Р] н а т у р а л ь н ы х чисел. Э л е м е н т 
Д [ £ ] = 1 , если мы м о ж е м в ы п л а т и т ь сумму i (т. е. с у щ е 

ствует набор к у п ю р с у м м а р н о г о достоинства /) , и А [/] = 
= 0, если в ы п л а т и т ь не м о ж е м . 

Б у д е м строить в с е в о з м о ж н ы е с у м м ы , используя по

с л е д о в а т е л ь н о 0, 1, 2, N к у п ю р . 
Очевидно , что с у м м а из нуля купюр — это нуль , 

поэтому с н а ч а л а Л [ 0 ] = 1 . 
П р е д п о л о ж и м , что мы н а ш л и в с е в о з м о ж н ы е с у м м ы , 

которые м о ж н о составить , используя не более (к— 1) ку

п ю р ы Мх, Л ^ _ ! . 
Д о б а в и м е щ е одну купюру Мк. 
Теперь мы м о ж е м в ы п л а т и т ь с л е д у ю щ и е с у м м ы : 
1) все с у м м ы , которые м о ж н о было составить с по

м о щ ь ю купюр Мь Mk_i, 
2) все с у м м ы , которые м о ж н о было составить с по

м о щ ь ю купюр М{, Mk_u увеличенные на Mk. 
Р а с с т а н о в к а новых пометок в м а с с и в е А м о ж е т вы

г л я д е т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

for i : = Р — M [ k ] d o w n t o 0 do 
if A [ i ] = l 
t hen A [ i + M [ k ] ] : = l ; 

М ы проходим по массиву из конца в н а ч а л о д л я того, 
чтобы не и с п о л ь з о в а т ь повторно о б р а з о в а н н ы е на теку

щ е м ш а г е с у м м ы . 
П о с л е выполнения п + т ш а г о в а л г о р и т м з а к а н ч и в а 

ет работу . 
7. Очевидное решение з а д а ч и состоит в использова 

нии п р о ц е д у р ы , к о т о р а я по з а д а н н ы м к о о р д и н а т а м (но

меру строки i и номеру столбца / ) э л е м е н т а о п р е д е л я е т 
м а к с и м а л ь н о е значение элементов , р а с п о л о ж е н н ы х в 
н у ж н о й части м а т р и ц ы А. 
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О д н а к о нетрудно з а м е т и т ь , что д л я элементов пер
вого столбца м а т р и ц ы В с п р а в е д л и в о соотношение 
В [г, 1] = Л [г, 1], i = 1, . . . N. В ы ч и с л е н и е ж е других столб
цов м о ж н о проводить с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

В [i, / ] = т а х (А [/, /], В [i- 1, / - 1], В [L / - 1], 
B\i+\, 

П р и этом необходимо у ч и т ы в а т ь , что индексы эле 
ментов д о л ж н ы находиться в п р е д е л а х г р а н и ц м а с с и в а . 

8. Д л я решения пункта а ) з а д а ч и достаточно вос
п о л ь з о в а т ь с я тем ф а к т о м , что д л я определения мини
мальной величины ш т р а ф а , в з и м а е м о г о за проход 
в к л е т к у 1-Й строки, достаточно з н а т ь м и н и м а л ь н ы е 
величины ш т р а ф а , в з и м а е м о г о за проход в клетки (г — 
— 1 )-ri строки, которые я в л я ю т с я соседними р а с с м а т р и 
ваемой клетке . Поэтому а л г о р и т м решения пункта 
а ) следующий: 

нц д л я i от 1 до п 
Ш т р а ф [i, l ] : = A [ i , 1] 
кц 
кц д л я i от 2 до п 

пц д л я j от 1 до m 
Ш т р а ф [i, j j : = Ш т р а ф j ] - f A [i, j]; 
если j > l и Ш т р а ф [i, Л < Ш т р а ф [ i — 1 , j — 1 ] + A [i, j ] 
I то Ш т р а ф [i, j ] : = Ш т р а ф [ i - 1 , j - l ] + A [ i , j ] ; 
все 
если j < m и Ш т р а ф [i, j ] < Ш т р а ф [i — 1, j + 
+ A [ i , j | 

I то Ш т р а ф [i, Л : = Ш т р а ф [ 1 - 1 , j + l] + A [ i , j ] ; 
все 

к ц 
кц 

9. а ) О б о з н а ч и м в е р ш и н ы JV-угольника х0, 
в п о р я д к е обхода по контуру . В д а л ь н е й ш е м 
будем считать , что если в в ы к л а д к а х встреча-

216 



ется в е р ш и н а с индексом к, то это то ж е , что 
и в е р ш и н а с индексом к mod N (остаток от 
д е л е н и я к на N). 

Р а с с м о т р и м в ы п у к л ы й L-угольник, в е р ш и н а м и кото
рого я в л я ю т с я L п о с л е д о в а т е л ь н ы х вершин данного 
Af-угольника, н а ч и н а я с хр и з а к а н ч и в а я xp+L_] в п о р я д к е 
обхода по контуру . У этого / . -угольника ( L > 1 ) будем 
считать , что отрезок [хр; xp+L_1]— его д и а г о н а л ь . 

Сумму д и а г о н а л е й этой ф и г у р ы обозначим S (р, р-\-
+ L - 1 ) . 

Очевидно , что по условию з а д а ч и : 
S (р, р) = 0; S (р, ) = 0 (у точки и о т р е з к а нет 

д и а г о н а л е й ) ; 
S (р, p + 2) = d (р, /? + 2) ( здесь d(p, р + 2) — д л и н а 

о т р е з к а [хр\ хр+2\). 
П р е д п о л о ж и м , что нам известно S(p, p-\-L—1) д л я 

всех р — 0, N—1 и L = l, к. 
Н а й д е м S(p, р-\-к). 
Мы з н а е м , что д и а г о н а л и р а з б и в а ю т ( f e + ^ - у г о л ь 

ник на треугольники и что [хр, хр+к] — д и а г о н а л ь , 
т. е. одна из сторон какого-то т р е у г о л ь н и к а . И т а к , мы 
з а ф и к с и р о в а л и две в е р ш и н ы треугольника — хр и хр+к. 
Третьей вершиной м о ж е т быть либо хр+1, либо хр+2, 
л и б о хр+к_1. Если мы считаем , что т р е т ь я в е р ш и н а — это 
хь то с у м м а д л и н д и а г о н а л е й будет 

dip, p + k) + S(p, i) + S(i, к). (1) 

З н а ч е н и я S(p, i) и S(i, к) б ы л и вычислены на 
п р е д ы д у щ и х ш а г а х ; d(р, р-\-к)— р а с с т о я н и е м е ж д у 
в е р ш и н а м и хр и хр+к, — т о ж е м о ж е м вычислить . 

Т а к к а к н а с интересует м и н и м а л ь н а я сумма т р и а н г у 
л я ц и и ( р а з б и е н и я на треугольники) , то мы ищем в ы р а 
ж е н и е (1) с м и н и м а л ь н ы м з н а ч е н и е м : 

S(p, p + k) = d(p, p + k) + min(S(p, i) + S(i, к)) (2) 

при i — p-\- 1, р + 2, k— 1. 
Находим S(p, p + k) д л я к а ж д о г о р — 0, N—\. 
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М и н и м у м S (р, p-f-ЛГ — 2 ) д л я р = 0, N— 1 и д а с т 
искомую т р и а н г у л я ц и ю . Д е й с т в и т е л ь н о , S(p, p-\-N — 2) 
есть стоимость р а з б и в к и ф и г у р ы после проведения N — 3 
д и а г о н а л е й . 

б) А л г о р и т м а н а л о г и ч е н а л г о р и т м у д л я с л у ч а я а) , 
только вместо ф о р м у л ы (2) надо использовать 
с л е д у ю щ у ю : 

S(p, p 4 - ^ ) = m i n max (d(p, p + k), S (p, i), S(i, k)), 
i 

где S(p, p-\-k) — д л и н а м а к с и м а л ь н о й д и а г о н а л и 
в ф и г у р е с в е р ш и н а м и хр, хр+1, х р + к (отрезок 
[хр, xp+k] с ч и т а е т с я д и а г о н а л ь ю ) . М ы берем мини
мум по всем в о з м о ж н ы м р а з б и в к а м ф и г у р ы , а сто
имость р а з б и в к и о п р е д е л я е т с я к а к м а к с и м у м из 
д л и н ы д и а г о н а л и d(p, p-\-k) и д л и н м а к с и м а л ь 
ных д и а г о н а л е й S (р, i) и S (/, k). 

10. Д л я х = а , а т и у = Ьь bn, at и bt — символы, 
l s ^ i ^ m , d(x, у) м о ж н о вычислить , п р и м е н я я 
метод д и н а м и ч е с к о г о п р о г р а м м и р о в а н и я . 

О п р е д е л и м м а с с и в d[0..m, 0..п], э л е м е н т ы которого 

d[i, j] = d(al...ai, &,...&,), 0 < л < ! т , 0 < I / O . 

П о н я т н о , что d[0, / ] = / ; d[i, 0] = i. 
О ч е в и д н ы м о б р а з о м п о л у ч а е м 

d[i, j] = mm{d[i — 1, d[i, / ' — 1 ] + 1 , 
d[i-l, j - l ] + P„), 

где Рц=1, если а,ФЬ/, и Р^ — О, если а г = 6у-. В п р а в о й 
части приведенного в ы ш е в ы р а ж е н и я пер в о му элементу 
в m i n соответствует о п е р а ц и я у д а л е н и я из строки 
а! . . . а г _ ,а ; последнего э л е м е н т а а„ после чего за d[i—l, /] 
о п е р а ц и й строка ai...ai_l п р е о б р а з у е т с я в строку &[...&,, 
второму элементу — о п е р а ц и я вставки с и м в о л а bj в ко
нец строки bl...bj_u полученной за d[i, / — 1 ] о п е р а ц и й 
из строки а , . . . а ; ; третьему — к о н т е к с т н а я з а м е н а я,- на bj, 
з а м е н а о с у щ е с т в л я е т с я в с л у ч а е а{фЬ^ ( тогда Р , 7 = 1 ) 
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и не происходит при совпадении а, и br Величина 
d [т, п] соответствует м и н и м а л ь н о м у количеству о п е р а 
ций, которые требуются д л я п р е о б р а з о в а н и й строки 
х в строку у. Алгоритм м о ж е т быть з а п и с а н т а к : 

for i : = 1 to m do 
d [ i , 0 ] : = i ; 

for j : = 1 to n do 
d [ 0 , j ] : = j ; 

for i : = 1 to m do 
for j : = 1 to n do 

d [ i , j ] = m i n ( d [ i - l , j ] + l , d [ i , j - l ] + l , d [ i — 1 , 
j - i ] + P i j ) ; 

11 . П у с т ь строка x состоит из ц и ф р 0 и 1 и имеет 
д л и н у N, а с т р о к а у (из символов Л и В) — д л и н у М. 

З а в е д е м м а т р и ц у А р а з м е р а NXM, при этом строки 
м а т р и ц ы п о м е ч а ю т с я г'-й цифрой строки х, а с т о л б е ц — 
/ - м символом строки у. 

В о з ь м е м в к а ч е с т в е п р и м е р а # = «00110», у — 
= «ААААВВАА». 

П е р в а я ц и ф р а строки х ( ц и ф р а 0) м о ж е т б ы т ь пре 
о б р а з о в а н а в одну из последовательностей букв «А», 
«АА», «ААА», «АААА», я в л я ю щ и х с я п р е ф и к с а м и строки 
у. З а н о с и м символ «*» в те с т о л б ц ы первой строки , 

б у к в ы - п о м е т к и которых соответствуют последним бук
в а м в о з м о ж н ы х последовательностей . 

Т а к и м о б р а з о м , помечаются э л е м е н т ы А [1, 1], А [1 , 2], 
Л [ 1 , 3] и Л [ 1 , 4]. 

Н а к а ж д о м с л е д у ю щ е м ш а г е а л г о р и т м а будем пре 
о б р а з о в ы в а т ь очередную i-ю ц и ф р у строки х, которой 
соответствует i-я с трока м а т р и ц ы Л. 

Н а х о д и м «*» в п р е д ы д у щ е й строке при просмотре ее 

с л е в а н а п р а в о (этому столбцу соответствует п о с л е д н я я 
б у к в а в какой-то из непустых последовательностей б у к в , 
п о р о ж д е н н ы х на п р е д ы д у щ е м ш а г е ) . Если т е к у щ у ю ц и ф 
ру м о ж н о п р е о б р а з о в а т ь в п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь б у к в , 
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п о м е ч а ю щ и х с л е д у ю щ и е за н а й д е н н ы м столбцы, то 
в этих столбцах в р а с с м а т р и в а е м о й строке ставим «*». 

Д а л е е от места н а д последней помеченной ячейкой 
ищем в п р е д ы д у щ е й строке «*» и, когда находим, повто
ряем у к а з а н н ы е в ы ш е о п е р а ц и и . 

Эти действия проводим д а л е е д л я i = 2, N. 
Вид м а т р и ц ы после N шагов : 

А Л Л А В В А А 

0 * * * * 
0 * * * 
1 * * * * 
1 "t* *s* 

0 * * 

Если после N шагов в позиции (N, М) стоит х, то 
строки м о ж н о п р е о б р а з о в а т ь д р у г в д р у г а . 

З а м е ч а н и е . Можно обойтись и одномерным массивом. В самом 
деле, при заполнении следующей строки мы обращаемся только к эле
ментам предыдущей строки, к каждому — по одному разу. 

12. О п р е д е л и м через F [i, / ] м и н и м а л ь н о е число опе
р а ц и й , которое требуется д л я п е р е м н о ж е н и я группы 
м а т р и ц с н о м е р а м и от / до / включительно . 

Ясно, что F [i, i] = 0. 
П е р е м н о ж е н и е группы м а т р и ц с н о м е р а м и от i до 

/ м о ж е т производиться р а з л и ч н ы м и способами , а имен
но, д л я некоторого в ы б р а н н о г о k с н а ч а л а п е р е м н о ж а 
ются н а и л у ч ш и м способом м а т р и ц ы с н о м е р а м и от i до к, 
з а т е м м а т р и ц ы от ( & + 1 ) - й до / -й , и, наконец , перемно
ж а ю т с я получившиеся м а т р и ц ы . Понятно , что k может 
быть величиной от i до / — 1 . У ч и т ы в а я т р е б о в а н и е 
получить н а и л у ч ш и й р е з у л ь т а т , величина F (/, / ] опреде
л я е т с я к а к 

F[i, j] = max(F[i, k] + F[k+l, j] + n[i]-n[k + l ] - m [ / ] ) , 

где k м о ж е т быть величиной от i до / — 1, a n[i], п [ fe+ 1], 
т [j] о п р е д е л я ю т р а з м е р ы м а т р и ц , получившихся при 
п е р е м н о ж е н и и в группах . 
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нц д л я i от 1 до s в ы п о л н я т ь 
I F [ i , i ] : = 0 ; 
кц 
нц д л я р ОТ 1 ДО S — 1 в ы п о л н я т ь 

нц д л я i от 1 до s — р в ы п о л н я т ь 
K o l : = б е с к о н е ч н о с т ь ; 
j : = i + p ; 
нц д л я к от i до j — 1 в ы п о л н я т ь 

если K o l > F [ i , k] + F [ k + l , j ] + n [ i ] * n [ k + 

+ l ] * m [ j ] 
I то Kol : = F | i , k] + F [ k + 1, j] + n [i]*n [ k + l ] . m [jj; 

все 
кц 
F [ i , j ] : = K o l ; 

К Ц 

К Ц 

В ячейке F[l, s] после з а в е р ш е н и я р а б о т ы а л г о р и т м а 
будет находиться искомое м и н и м а л ь н о е число о п е р а ц и й . 

П о д у м а й т е , к а к и м о б р а з о м м о ж н о в произведении 
м а т р и ц Л | , As р а с с т а в и т ь скобки т а к , чтобы они 
о п р е д е л я л и о п т и м а л ь н ы й порядок у м н о ж е н и я . 

13. а ) Р а с с м о т р и м с н а ч а л а н а и б о л е е очевидный, но, 
к а к это обычно б ы в а е т , н а и м е н е е э ф ф е к т и в н ы й (очень 
м е д л е н н ы й ) а л г о р и т м . Б у д е м г е н е р и р о в а т ь все подпосле
довательности данной JV-элементной последовательности 
и д л я к а ж д о й из подпоследовательностей п р о в е р я т ь , 
я в л я е т с я ли она строго в о з р а с т а ю щ е й и м а к с и м а л ь н о й 
по длине . 

Б у д е м г е н е р и р о в а т ь числа от 0 до 2 " — 1 , находить 
их двоичное п р е д с т а в л е н и е и ф о р м и р о в а т ь подпоследо
в а т е л ь н о с т ь из элементов м а с с и в а Л с и н д е к с а м и , со
о т в е т с т в у ю щ и м и единичным б и т а м в этом п р е д с т а в 
лении . 

Всего существует 2" т аких подпоследовательностей , 
поэтому д а ж е при небольших п р е з у л ь т а т а п р и д е т с я 
ж д а т ь очень долго . 
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П р е д п о л о ж и м , что при г е н е р а ц и и подпоследователь 
ностей мы н а ш л и ^ - э л е м е н т н у ю строго в о з р а с т а ю щ у ю 
подпоследовательность . В д а л ь н е й ш е м имеет смысл р а с 
с м а т р и в а т ь только подпоследовательности , состоящие из 
более чем k элементов ( п о д у м а й т е почему) . 

Р а с с м о т р и м исходную « -элементную последователь 
ность. Если она не я в л я е т с я искомой, то будем генериро
в а т ь (N—1)-элементные подпоследовательности . Если 
и среди них не найдено решение , то будем р а с с м а т р и в а т ь 
подпоследовательности из (JV— 2) элементов и т. д. 

В худшем с л у ч а е ( к а к о м ? ) придется а н а л и з и р о в а т ь 
п о р я д к а 2" в а р и а н т о в . 

Д л я более быстрого р е ш е н и я этой з а д а ч и м о ж н о 
применить дихотомию по k — количеству элементов 
в подпоследовательности ( к а к ? ) . 

Р а с с м о т р и м другое , более э ф ф е к т и в н о е решение этой 
з а д а ч и . З а в е д е м м а с с и в ы А, В и С д л и н ы N: массив 
A[l..N] используется д л я х р а н е н и я чисел исходной по
следовательности ; э л е м е н т ВЩ — з н а ч е н и е д л и н ы м а к 
с и м а л ь н о й в о з р а с т а ю щ е й подпоследовательности , по
следний элемент которой A в еличина С [i] есть индекс 
э л е м е н т а , п р е д ш е с т в у ю щ е г о элементу A [i] в этой макси
м а л ь н о й подпоследовательности (Л[ / ] = 0, если предше
ствующего э л е м е н т а нет). 

Если N = 1, то А [1] и есть и с к о м а я подпоследователь 
ность. П р и этом В [ 1 ] = 1 , С[1 ] = 0. П р е д п о л о ж и м , что мы 
з а п о л н и л и м а с с и в ы В и С от н а ч а л а и до элемента 

П о п ы т а е м с я получить э л е м е н т ы В [i] и C[i]. Д л я 
этого будем п р о с м а т р и в а т ь м а с с и в Л от 1 до (i—1)-го 
э л е м е н т а и искать такой индекс к, д л я которого одновре
менно в ы п о л н я ю т с я с л е д у ю щ и е условия : 

1) A[k]<A[i], 
2) В [k] м а к с и м а л ь н о . 
Очевидно , что м а к с и м а л ь н у ю по д л и н е подпоследова

тельность , з а к а н ч и в а ю щ у ю с я элементом Л [г], м о ж н о по
лучить , п р и п и с а в этот элемент к м а к с и м а л ь н о й подпос-
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л е д о в а т е л ь н о с т и с последним элементом А [к]. С л е д о в а 
тельно , В [i] = B\k]+ 1 и C[i] = k. 

Пусть мы о б р а б о т а л и все N элементов м а с с и в а 
А и н а ш л и м а к с и м а л ь н ы й э л е м е н т м а с с и в а В. П у с т ь это 
э л е м е н т с индексом IndexMax. П о построению это д л и н а 
м а к с и м а л ь н о й подпоследовательности . 

Получить искомую подпоследоват ел ьн о сть м о ж н о 
с л е д у ю щ и м о б р а з о м . П у с т ь / — индекс т е к у щ е г о э л е 
мента подпоследовательности , р а с п е ч а т ы в а е м о й с конца . 
С н а ч а л а п о л а г а е м j : = IndexMax и п е ч а т а е м э л е м е н т 
А [/], который я в л я е т с я последним. П р е д ш е с т в у ю щ и й 
ему в последовательности э л е м е н т имеет индекс С [/], 
поэтому индекс следующего с конца элемента о п р е д е л я 
ется к а к / : = С [ / ] . О п и с а н н ы е действия повторяем пока 
/ не станет р а в н ы м 0 (т. е. пока не дойдем до н а ч а л а 
последовательности) . 

З а п и с ь а л г о р и т м а на я з ы к е P a s c a l : 

for i : = 2 to N do B [ i ] : = 0 ; 
C [ 1 ] : = 0 ; B [ l ] : = l ; M a x : = l ; I n d e x M a x : = 1; 
for i: = 2 t o N do 

for k : = 1 to i — 1 do 
if ( A [ k ] < A [ i ] ) a n d ( B [ i ] < B [ k ] + l ) t hen 
beg in 

C [ i ] : = k ; 
B [ i ] : = B [ k ] + l ; 
if B [ i ] > M a x then 
b e g i n 

M a x : = B [ i ] 
I n d e x M a x : — \ 

end ; 
end ; 

j : = I n d e x M a x ; 
whi le j <C > 0 do 
b e g i n 

w r i t e l n (A [j]); 
J : = C [ j ] 

end; 
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В п р о г р а м м е п е р е м е н н а я Мах используется д л я х р а 
нения д л и н ы текущей м а к с и м а л ь н о й подпоследователь 
ности. 

В этой з а д а ч е элемент м а с с и в а С [г] с о д е р ж и т ссылку 
на элемент , п р е д ш е с т в у ю щ и й А [г] в подпоследовательно
сти м а к с и м а л ь н о й д л и н ы . Т а к а я с с ы л о ч н а я с т р у к т у р а 
д а н н ы х н а з ы в а е т с я однонаправленным списком. Если 
у э л е м е н т а есть с с ы л к а к а к на п р е д ы д у щ и й , т а к и на 
последующий элемент , то список — двунаправленный 
(его м о ж н о р е а л и з о в а т ь , если и с п о л ь з о в а т ь не один 
массив ссылок , а д в а ) . 

В ра с смотренной з а д а ч е о п т и м а л ь н ы е значения х р а 
нятся в массиве В. 

Получить более э ф ф е к т и в н о е решение можно, если на 
к а ж д о м ш а г е х р а н и т ь не все полученные ранее опти
м а л ь н ы е значения и соответствующие подпоследователь 
ности, а только наиболее п е р с п е к т и в н ы е из них. 

Пусть Л' (L, i) о б о з н а ч а е т множество в о з р а с т а ю щ и х 
подпоследовательностей д л и н ы L, которые составлены из 
элементов с н о м е р а м и от 1 до / — 1 . Из двух подпоследо
вательностей д л и н ы L более перспективной будет та , 
у которой величина последнего э л е м е н т а меньше, т а к 
к а к ее м о ж е т п р о д о л ж и т ь большее число элементов . 
П у с т ь SP (L, i) — с а м а я п е р с п е к т и в н а я подпоследова
тельность д л и н ы L (с м и н и м а л ь н ы м по величине послед
ним элементом) , a S(i) — м н о ж е с т в о всех подпоследова
тельностей SP(L, i) при в с е в о з м о ж н ы х L. В S (г) содер
ж и т с я не более i— 1 подпоследовательностей (с д л и н а м и 
1 *— 1>-

П у с т ь мы з н а е м S (/). Д л я того чтобы определить , 
какие подпоследовательности м о ж е т п р о д о л ж а т ь г'-й эле
мент последовательности А, достаточно з н а т ь последние 
элементы перспективных подпоследовательностей д л и н ы 
1, 2, N,. индексы которых будут х р а н и т ь с я в масси
ве Ind. 

Последний э л е м е н т перспективной подпоследователь 
ности д л и н ы р строго меньше последнего элемента перс-
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пективной подпоследовательности д л и н ы р-4-l ( объясни
те почему). Поэтому г'-й элемент д о л ж е н п р о д о л ж и т ь 
подпоследовательность м а к с и м а л ь н о й д л и н ы , последний 
э л е м е н т которой меньше г'-го э л е м е н т а . 

У ч и т ы в а я упорядоченность последних элементов пер
спективных подпоследовательностей , поиск можно сде
л а т ь методом половинного д е л е н и я (дихотомией) , исполь
зуя массив Ind. 

При присоединении i-ro э л е м е н т а к такой подпоследо
вательности д л и н ы р ее д л и н а у в е л и ч и в а е т с я на 1, 
а последним элементом становится А [г]. П р и этом мно
ж е с т в о S (г-4- 1 ) с о в п а д а е т с S (г), за исключением под
последовательности SP(p~\-l, г ' + 1 ) . полученной д о б а в 
лением г'-го элемента к подпоследовательности SP (р, г). 
П р и хранении подпоследовательности д л я к а ж д о г о эле 
мента удобно х р а н и т ь номер п р е д ш е с т в у ю щ е г о ему эле
мента . 

б) Д л я к а ж д о г о индекса i найдем подпоследова
тельность м а к с и м а л ь н о й д л и н ы с р а з р ы в о м в А [г]. 
Б у д е м искать м а к с и м а л ь н у ю по д л и н е подпоследо
вательность , з а к а н ч и в а ю щ у ю с я в элементе А [г], 
и м а к с и м а л ь н у ю по д л и н е подпоследовательность , 
н а ч и н а ю щ у ю с я в нем ( д л я этого будем п р о с м а т р и 
в а т ь массив А не слева н а п р а в о , а с п р а в а налево) . 

в) З а в е д е м м а с с и в С [ 0 . . г а + 1 , I..N]. В нем i-я строка 
будет х р а н и т ь и н ф о р м а ц и ю о последовательностях 
с i—1 р а з р ы в о м ( н у л е в а я строка — ф и к т и в н а я ) ; 
/ -й элемент в этой строке есть д л и н а самой длинной 
подпоследовательности элементов «хвоста» масси
ва А (от / - го э л е м е н т а до га-го), н а ч и н а ю щ е й с я 
в / -й позиции и имеющей не более i—1 р а з р ы в о в . 

Алгоритм: 
1. З а п о л н и т ь нулевую строку н у л я м и (чтобы можно 

б ы л о з а п о л н и т ь первую строку по о б щ е м у а л г о р и т м у ) . 
2. Д л я к а ж д о й строки г от 1 до гаг+1 выполнить 

с л е д у ю щ и е действия : 
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2 . 1 . Д л я / - го э л е м е н т а м а с с и в а А (/' и з м е н я е т с я от 
N до 1) найти м а к с и м а л ь н у ю по д л и н е подпоследова
тельность , которую м о ж н о присоединить к этому эле 
менту т а к , чтобы получить подпоследо в ател ьно сть м а к 
с и м а л ь н о й д л и н ы с не более чем i—1 р а з р ы в о м . Д л я 
этого: 

2 .1 .1 . найти э л е м е н т А [к] последовательности А, 
больший А [/] и с тоящий в м а с с и в е А п р а в е е 
/ - го э л е м е н т а и с м а к с и м а л ь н ы м C[i, 

2.1.2. просмотреть элементы ( i — 1)-й строки мат 
рицы С, н а ч и н а я с ( / + 1 ) - г о и до конца; 
найти м а к с и м а л ь н ы й из них, пусть это 
C[i-l, 5]; 

2 .1 .3 . с р а в н и т ь C[i—1, s] с C[i, k], б о л ь ш и й 
из них (обозначим его С [row, col]), увеличен
ный на 1, з а п о м н и т ь в C[i, / ] ; это и будет д л и н а 
м а к с и м а л ь н о й подпоследовательности , начина
ющейся в позиции / , с не более чем i—1 р а з 
рывом; 

2 .1 .4 . з а п о м н и т ь и н д е к с ы row и col э л е м е н т а 
массива С, п р е д ш е с т в у ю щ е г о C[i, / ' ] , к а к эле
менты X[i, / ] и Y[i, / ] соответственно. 

П о с л е окончания цикла м а к с и м а л ь н ы й э л е м е н т 
( т + 1 ) - й строки м а т р и ц ы С и есть м а к с и м а л ь н а я д л и н а 
в о з р а с т а ю щ е й подпоследовательности с т р а з р ы в а м и . 
В ы п и с а т ь всю подпоследовательность в о б р а т н о м поряд
ке м о ж н о с л е д у ю щ и м о б р а з о м : д л я к а ж д о г о элемента 
подпоследовательности в м а с с и в а х X и У х р а н и т с я ин
ф о р м а ц и я о предшественнике . М ы , н а ч и н а я с макси
м а л ь н о г о элемента ( т - | - 1 ) - й строки м а т р и ц ы С, восста
н а в л и в а е м всю подпоследовательность . 

Обоснование а л г о р и т м а . 
П у с т ь известны C[i— 1, / ] д л я всех / от 1 до N и д л я 

некоторого i, а т а к ж е C[i, k] д л я k от / - j - 1 до N. М ы 
хотим вычислить С [i, /']. 

Д л я / - го элемента массива А существует м а к с и м а л ь -
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н а я по д л и н е подпоследовательность с не более чем 
I — 1 р а з р ы в о м , н а ч и н а ю щ а я с я с Л [/']. Второй элемент 
(обозначим его A [k]) этой м а к с и м а л ь н о й подпоследова
тельности (если он, конечно, есть) м о ж е т быть : 

1 ) больше Л [у]; тогда находим его среди элементов , 
о б л а д а ю щ и х с л е д у ю щ и м и свойствами: 

а ) & > / ; 
б) C[i, k] м а к с и м а л ь н ы й (т. е. мы присоединяем 

к Л [у] м а к с и м а л ь н у ю по д л и н е подпоследователь 
ность с не более чем i—1 р а з р ы в о м , ф о р 
мируя подпоследовательность опять не более чем 
с i— 1 р а з р ы в о м ) ; 

2 ) меньше или р а в н ы й Л [у]; тогда ищем его среди 
элементов , о б л а д а ю щ и х с л е д у ю щ и м и свойствами: 

а ) k>j; 
б) C[i—1, k] м а к с и м а л ь н ы й (т. е. присоединяем 

м а к с и м а л ь н у ю подпоследовательность с не более 
чем i — 2 р а з р ы в а м и , ф о р м и р у я подпоследователь 
ность с не более чем i — 1 р а з р ы в о м ) . 

П о л у ч е н н а я подпоследовательность имеет м а к с и 
м а л ь н у ю длину , т а к к а к д л и н а подпоследовательности , 
к о т о р а я н а ч и н а е т с я с Л [к], — м а к с и м а л ь н а . У п о м и н а в 
ш и е с я в ы ш е индексы row и col, которые з а п о м и н а ю т с я 
в X[i, у] и Y[i, у] соответственно, о б о з н а ч а ю т следующее : 
col — индекс следующего з а Л [у] э л е м е н т а в м а к с и 
м а л ь н о й по д л и н е подпоследовательности , н а ч и н а ю 
щ е й с я в позиции у и имеющей не более i—1 р а з р ы в о в ; 
row — 1 — м а к с и м а л ь н о е количество р а з р ы в о в в подпос
л е д о в а т е л ь н о с т и , н а ч и н а ю щ е й с я в Л [col]. 

14. Д л я решения з а д а ч и элементы м а с с и в а удобно 
упорядочить по абсолютной величине (в п о р я д к е неубы
в а н и я ) . Если в массиве есть э л е м е н т ы , р а в н ы е 0, то один 
из них и будет последним элементом искомой последова 
тельности , поэтому их можно игнорировать . П у с т ь /С, 
о б о з н а ч а е т м а к с и м а л ь н о е количество элементов , которое 
м о ж е т находиться в некоторой последовательности с тре-
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б у е м ы м свойством, последним элементом которой я в л я 
ется г'-й элемент . 

Понятно , что н а и м е н ь ш е м у по абсолютной величине 
э л е м е н т у не м о ж е т п р е д ш е с т в о в а т ь ни один элемент , 
поэтому Кр = 0, где р— индекс первого ненулевого эле 
мента . 

Д л я к а ж д о г о с л е д у ю щ е г о э л е м е н т а с номером / , 
/ = p - f - l , N, необходимо о п р е д е л и т ь м а к с и м а л ь н о е 
количество элементов , которое м о ж е т п р е д ш е с т в о в а т ь 
р а с с м а т р и в а е м о м у элементу , с учетом требуемого свой
ства . Понятно , что это количество есть м а к с и м у м из 
величин КР{, КР2, Кр , где э л е м е н т ы с н о м е р а м и ри р2, 

рт, p^Pi-zCpz^.... <pm<j я в л я ю т с я д е л и т е л я м и 
элемента с номером / . Поэтому мы имеем р е к у р р е н т н у ю 
ф о р м у л у д л я вычисления /С ;: 

K, = max(KPl, КР2, Крт)+\. 

З н а ч е н и е KN, вычисленное по описанному в ы ш е п р а 
вилу, и о п р е д е л я е т м а к с и м а л ь н о е количество элементов , 
которое может находиться в некоторой последовательно
сти с т р е б у е м ы м свойством (без учета возможного нуля 
в конце последовательности) . 

Д л я того чтобы установить , к а к и е элементы о б р а з у ю т 
м а к с и м а л ь н у ю последовательность , достаточно д л я к а ж 
дого номера / помнить тот номер из рь р2> -••» Рт> н а 

котором достигается м а к с и м у м д л я чисел Кр, КР2, 

Кр • Эти номера м о ж н о о п р е д е л я т ь п а р а л л е л ь н о с вычис
лением з н а ч е н и я K(j) в некотором м а с с и в е , н а п р и м е р 
П Р Е Д О К . И с п о л ь з у я эту и н ф о р м а ц и ю , легко, о п р е д е л и т ь 
номера элементов последовательности , проходя от эле
мента i с м а к с и м а л ь н ы м значением Kt к элементу , кото
рый ему предшествует ( П Р Е Д О К (I)), до тех пор, пока не 
п р и д е м к первому э л е м е н т у / последовательности 
( П Р Е Д О К (/) = 0. 

15. Очевидно , что п а р а л л е л е п и п е д ы м о ж н о повернуть 
так , чтобы р а з м е р ы ребер к а ж д о г о п а р а л л е л е п и п е д а 
шли в н е у б ы в а ю щ е м порядке . З а ф и к с и р у е м этот поря-
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док. В л о ж е н и е п а р а л л е л е п и п е д а В в п а р а л л е л е п и п е д 
С в о з м о ж н о только тогда , когда д л я двух п а р а л л е л е п и 

педов В(Ь(\) Ь(п)) и С ( с ( 1 ) , с(п)) в ы п о л н я ю т с я 
н е р а в е н с т в а b (k)^.c (k), k — \, п. 

16. М е т о д решения этой з а д а ч и аналогичен использо

ванному при решении з а д а ч и о нахождении м а к с и м а л ь 

ной по д л и н е в о з р а с т а ю щ е й подпоследовательности . 
П у с т ь а, Ь, с — н а т у р а л ь н ы е числа . 
Б у д е м р а с с м а т р и в а т ь только случай а>с, т а к к а к 

в с л у ч а е a<Cb з а д а ч а н е р а з р е ш и м а , а в с л у ч а е b^a*£Zc 
с р а з у п о л у ч а е м , что k = 1 и х [ 1 ] = а. 

О б о з н а ч и м через L множество делителей числа а, 
л е ж а щ и х на отрезке [Ь, с]. Количество всех д е л и т е л е й 

числа а не п р е в ы ш а е т 2л[а (если a — f-g, то / ^ д / а ~ , 
g~^a, всего р а з н ы х / м о ж е т быть не более а, столько ж е 
и р а з н ы х g). П у с т ь L, — м и н и м а л ь н ы й элемент из L, 
a L2 — м а к с и м а л ь н ы й . Пусть в м а с с и в е S [ l . . p ] первый 
э л е м е н т р а в е н единице , а все о с т а л ь н ы е — д е л и т е л и 
числа а, не меньшие Ь, з а п и с а н н ы е в п о р я д к е в о з р а с т а 

ния . И з у т в е р ж д е н и я следует , что р^.а-\-2. 
Б у д е м искать м и н и м а л ь н у ю по д л и н е подпоследова 

тельность элементов массива S, которая н а ч и н а е т с я еди

ницей, з а к а н ч и в а е т с я а, к а ж д ы й э л е м е н т которой де

л и т с я на п р е д ы д у щ и й , причем частное п р и н а д л е ж и т 
множеству L. 

В случае , если а, Ь, с, хЩ— целые , в массив S поме

щ а е м в п о р я д к е в о з р а с т а н и я модуля все д е л и т е л и числа 
а, н а ч и н а я с минимального э л е м е н т а в L. Д а л е е — 
аналогично . 

17. З а д а ч у можно п е р е ф о р м у л и р о в а т ь с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м . 

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь из п вагонов , з а н у м е р о в а н н ы х от 
1 до и, необходимо р а з б и т ь на не более чем т подпосле

довательностей , в к а ж д о й из которых номера вагонов 
в о з р а с т а ю т . 

О д н и м из с а м ы х простых а л г о р и т м о в сортировки 
вагонов я в л я е т с я алгоритм , о с н о в ы в а ю щ и й с я на с л е д у ю 

щем п р а в и л е . 
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1) П о м е щ а е м очередной вагон (номер которого k) 
на путь с м и н и м а л ь н о в о з м о ж н ы м номером, при 
условии, что последний вагон, стоящий на этом 
пути, имеет номер меньше k. 

2) Если все в а г о н ы состава будут т а к и м о б р а з о м 
р а с п о л о ж е н ы на с т а н ц и и , то, очевидно, что вагон 
№ 1 на каком-то пути будет с а м ы м п р а в ы м и его 
м о ж н о подать на выход. З а т е м вагон № 2 т а к ж е 
м о ж е т быть подан на выход, т а к к а к не может 
стоять на пути з а вагоном с номером, большим 2, 
и т. д. 

3) Если ж е какой-то вагон нельзя поместить ни на 
один путь на станции , то это значит , что все пути 
« п е р е к р ы т ы » в а г о н а м и с большими номерами , 
причем последние вагоны на этих путях располо
ж е н ы в порядке у б ы в а н и я . Вместе с последним 
вагоном, не н а ш е д ш и м себе места , эти т. вагонов 
в исходной последовательности с о с т а в л я ю т у б ы в а 
ю щ у ю подпоследовательность д л и н ы т-\-\. 

О т м е т и м , что если м о ж н о о т с о р т и р о в а т ь последова
тельность вагонов , то м о ж н о о т с о р т и р о в а т ь т а к ж е и л ю 
бую их подпоследовательность , и наоборот . Поэтому из 
с у щ е с т в о в а н и я у б ы в а ю щ е й подпоследовательности дли
ны т + 1 следует , что исходную последовательность от
с о р т и р о в а т ь нельзя . 

18. М о ж н о , конечно, число А у м н о ж и т ь с а м о на себя 
п—1 р а з , но д л я этого надо в ы п о л н и т ь п — 1 операцию 
у м н о ж е н и я . Р а с с м о т р и м метод, т р е б у ю щ и й меньшего 
числа умножений (он, однако , не всегда д а е т мини
м а л ь н о е число у м н о ж е н и й ) . 

Если п — четное (п = 2т), то будем в ы ч и с л я т ь А", 
используя т о ж д е с т в о 

An = (Amf, 
если ж е я = 2 т + 1 , то An = (Amf-A. 

Т а к и м о б р а з о м , возведение А в 13-ю степень будет 
в ы г л я д е т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

A]3 = (A6f-A=((A3ff-A=((A-A-A ff • А, 
и вычисление требует 5 операций у м н о ж е н и я . 
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П р и м е ч а н и е . Используя данный метод, для возведения числа 
в степень п потребуется порядка logy2 операций умножения. 

П р о г р а м м а на я з ы к е P a s c a l м о ж е т в ы г л я д е т ь т а к : 

v a r A, N: i n t e g e r ; 
funct ion p o w e r ( N : i n t e g e r ) : i n t e g e r ; 
b e g i n 

if N > 1 then 
if o d d ( N ) t n e n {N нечетно?} 

p o w e r : = S Q R ( p o w e r (N div 2)) * A 
e l se p o w e r : = S Q R (power (N div 2)) 

e lse p o w e r : = A 
end ; 
b e g i n 

r ead (A, N); 
w r i t e l n ( p o w e r (N)) ; 

end; 

М о ж н о ту ж е с а м у ю идею р е а л и з о в а т ь и по-другому 
( д а л е е мы приводим в ы д е р ж к у из книги Д . Кнута « И с 
кусство п р о г р а м м и р о в а н и я д л я Э В М » , т. 2, с. 482): 

« З а п и ш е м п в двоичной системе счисления и з а м е н и м 
в этой записи к а ж д у ю цифру 1 п а р о й букв SX, а к а ж д у ю 
ц и ф р у 0 — буквой S, после чего вычеркнем к р а й н ю ю 
л е в у ю п а р у букв SX. Р е з у л ь т а т , ч и т а е м ы й с л е в а н а п р а 
во, п р е в р а щ а е т с я в п р а в и л о вычисления х", если букву 
S и н т е р п р е т и р о в а т ь к а к о п е р а ц и ю возведения в к в а д р а т , 
а букву X — к а к о п е р а ц и ю у м н о ж е н и я на х. 

Н а п р и м е р , если п = 23 , то его двоичным п р е д с т а в л е 
нием будет 10111; строим последовательность SX S SX 
SX SX, у д а л я е м из нее н а ч а л ь н у ю п а р у SX и в итоге 
получаем с л е д у ю щ е е п р а в и л о вычисления : S SX SX SX. 
С о г л а с н о этому п р а в и л у , мы д о л ж н ы «возвести х в к в а д 
р а т , з а т е м снова возвести в к в а д р а т , з а т е м у м н о ж и т ь на 
х, возвести в к в а д р а т , у м н о ж и т ь на х, возвести в к в а д р а т 
и, наконец , у м н о ж и т ь на х»; при этом мы п о с л е д о в а т е л ь -

9 4 5 10 11 22 91 
но вычисляем лг, х , х , х , х , х , х . 

Этот « б и н а р н ы й метод» легко обосновать , р а с с м о т р е в 
последовательность получаемых в ходе вычисления пока-
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з а т е л е й : если S и н т е п р е т и р о в а т ь к а к о п е р а ц и ю у м н о ж е 

ния на 2, а X — к а к о п е р а ц и ю п р и б а в л е н и я 1 и если 
н а ч а т ь с 1, а не с х, то н а ш е п р а в и л о д а е т нам в со

ответствии со свойствами двоичной системы счисления 
число л». 

П р и в е д е н н ы й метод не д а е т минимального числа 
о п е р а ц и й у м н о ж е н и я . Д л я вычисления х2г нам, по изло

ж е н н о м у выше методу, потребуется 7 операций у м н о ж е 

ния. В действительности , их необходимо только 6: 

Y . v 2 3 5 j.10 20 23 
JV * Л * JV Л* ' Л * JV * JV * 

Алгоритм н а х о ж д е н и я м и н и м а л ь н о г о числа операций 
(кроме полного п е р е б о р а ) сейчас неизвестен . 

19. П у с т ь z — массив из N элементов , у — из М. По

л о ж и м i = l и / = 1. Б е р е м элемент z[i] и ищем мини

м а л ь н о е k, j^k^M, т а к о е , что y[k] = z[i] (мы находим 
очередной с о в п а д а ю щ и й символ в строках z и у). П о л а 

гаем t ' : = i + l и / : = £  )  ! . П о в т о р я е м поиск элемента 
z [/] в о с т а в ш е й с я части последовательности у. Условия 
окончания поиска: 

а) если i стало б о л ь ш е N (т . е. все э л е м е н т ы м а с с и в а 
z я в л я ю т с я подпоследовательностью элементов у), 
тогда z можно получить в ы ч е р к и в а н и е м элементов 
из у; 

б) если в о с т а в ш е й с я части последовательности у не 
найдено элемента , с о в п а д а ю щ е г о с очередным z[i], 
то z из у получить нельзя . 

20. П у с т ь х = (хь х2 хт\ у = (уи у2, упУ 
З а в е д е м м а т р и ц у А [0..т, 0..«]. Э л е м е н т А [г, /'] будет 

длиной м а к с и м а л ь н о й общей подпоследовательности 
( х ь *;) и (уъ г/Д С н а ч а л а А [г, 0] = Л [0, / ] = 0, i = 0, 

т, / = 0, п. 
П у с т ь лг, = г/у, тогда т р е б у е т с я увеличить д л и н у мак

с и м а л ь н о й общей подпоследовательности (х1у ^_,) 
и (yi, ) на 1: 

A [i, j] = A[i— 1, / — если хх = уг 

232 



В случае , если то, очевидно, 
A[i, f\ = max{A[i—\, /], A[i, / ' — 1 ] , A[i—\, / — 1 ] } , 

но т а к к а к всегда A[i—1, / — 1 ] < 1 Л [/, / — 1], то 
А [г, j] = max{A[i—\, j], A[i, j—l]}. 

Величина A [m, n] и д а е т д л и н у м а к с и м а л ь н о й общей 
подпоследовательности . Н а й д е м с а м у подпоследователь 
ность . Пусть А [т, n] = d. Д в и г а я с ь по последней строке 
с п р а в а налево , ищем с а м ы й л е в ы й э л е м е н т в этой строке 
со значением d. Д в и г а е м с я от него вверх по столбцу 
в поиске э л е м е н т а столбца с м и н и м а л ь н ы м п е р в ы м 
индексом и з н а ч е н и е м d. Пусть это А [г, / ] . Тогда элемент 
A[i— 1, / — 1 ] р а в е н d— 1, a xt и yt— это последние 
о б щ и е с о в п а д а ю щ и е элементы в х и у. 

Н а ч и н а я от э л е м е н т а A [i—1, / — 1 ] , повторяем, к а к 
б ы л о описано в ы ш е , д в и ж е н и е влево и вверх по м а т р и ц е , 
находим предпоследний с о в п а д а ю щ и й э л е м е н т в х и у и 
т. д . 

П р о г р а м м а : 

for i : = 0 to m do A [i, 0 ] : = 0 ; 
for j : = 0 to n do A [ 0 , j ] : = 0 ; 
for i : = 1 to m do 

for j : = 1 to n do 
if x [ i ] = y [i] then 

A [ i , j ] : = A [ i - l , j — 114- I 
e l se A [ i , j ] : = m a x ( A [ i — 1 , j ] , A [ i , j — l]); 

wr i t e ln ( ' Д л и н а последовательности = ', A [m, n]); 
d : = A [ m , n]; i : = m ; j : = n ; 
w h i l e ( d < > 0 ) do 
beg in 

whi le A [ i , j — 1 ] = d do j : = j — 1; 
whi le A [ i — 1 , j ] = d do i : = i — 1; 

w r i t e ( ' Э л е м е н т п о с л е д о в а т е л ь н о с т и н о м е р ' , d, 
' есть ' , x[ i ] ) ; 
i : = i — 1; j : = j — 1; d : = d — 1; {переход к поиску 
предшествую-} 

{щего элемента в последовательности} 
end ; 
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2 1 . В п о с л е д о в а т е л ь н о с т я х х и у и з б а в л я е м с я от 
н е з н а ч а щ и х нулей. Если хоть одна из последовательно
стей с т а л а пустой, то 2 = 0. Если последовательности не 
пустые , то к р а й н и е л е в ы е ц и ф р ы и в х, и в у р а в н ы 
1. Д л я полученных последовательностей используем ал 
горитм з а д а ч и 20 ( д л я получения м а к с и м а л ь н о г о z не
обходимо, чтобы с т а р ш а я ц и ф р а z б ы л а 1 и двоичная 
з а п и с ь г и м е л а м а к с и м а л ь н у ю длину) , но при этом д л я 
к а ж д о г о А [/", / ] — д л и н ы последовательности , необходи
мо х р а н и т ь добавочно и с а м у последовательность ; при 
присвоении значения A [i, / ] одновременно будем з а п о м и 
нать и последовательность м а к с и м а л ь н о й д л и н ы . Если 
таких несколько , то берем из них последовательность 
с м а к с и м а л ь н ы м значением . П о э т о м у а л г о р и т м з а д а ч и 
20 з а п и ш е т с я с л е д у ю щ и м о б р а з о м . 

П у с т ь S [0.. т, 0.. п] — м а с с и в строк . В S [г, /'] будет 
храниться подпоследовательность , д л и н а которой A [i, /]. 

for i : = 0 to m do A [ i , 0 ] : = 0 ; 
for j : = 0 to n do A [ j , 0 ] : = 0 ; 
for i : = 0 to m do 

for j : = 0 to n do 
S [ i , ] ] : = " ; 

for i : = 1 to m do 
for j : = 1 to n do 
b e g i n 

if x [i] = y [j] t hen 
b e g i n 

A[ i ; j ] : = A [ i - l , j - l ] + l ; 
S [ i , j ] : = S [ i - l , j - l ] + x [ i ] ; 

end; 
A [ i , j ] : = m a x ( A [ i , j ] , A [ i - 1 , j ] , A [ i , j — 1 ] ) ; 
S [ i , j ] : = m a x ( S [ i , j ] , S [ i - 1 , j ] , S [i, j - 1 ] ) ; 

end; 
w r i t e (A [m, n| , ' — д л и н а ' , S [m, n]); 



Глава 5 . З А Д А Ч И КОМБИНАТОРИКИ 

С з а д а ч а м и , в которых приходится в ы б и р а т ь те или 
иные п р е д м е т ы , р а с п о л а г а т ь их в определенном п о р я д к е 
и о т ы с к и в а т ь среди в с е в о з м о ж н ы х р а с п о л о ж е н и й наи
л у ч ш е е , люди с т а л к и в а ю т с я постоянно. Н а п р и м е р , на
ч а л ь н и к цеха р а с п р е д е л я е т несколько видов р а б о т м е ж 
д у и м е ю щ и м и с я с т а н к а м и , агроном р а з м е щ а е т посевы 
сельскохозяйственных культур на нескольких полях , з а 
вуч школы с о с т а в л я е т р а с п и с а н и е уроков . П р и решении 
т а к о г о вида з а д а ч возникли понятия об упорядочении 
и г р у п п и р о в а н и и объектов . С этими понятиями и р а б о т а 
ет н а у к а к о м б и н а т о р и к а . 

Комбинаторика — это о б л а с т ь м а т е м а т и к и , в которой 
и з у ч а ю т с я вопросы о том, сколько р а з л и ч н ы х ко м би н а 
ций, подчиненных тем или иным условиям , можно соста
вить из з а д а н н ы х объектов . 

Иногда количество в а р и а н т о в , которые надо п р о а н а 
л и з и р о в а т ь при решении комбинаторной з а д а ч и , очень 
велико . В этом с л у ч а е единственной возможностью полу
чения р е з у л ь т а т а за допустимое в р е м я , а не через столе
тия , я в л я е т с я использование к о м п ь ю т е р а . 

К а к и л ю б а я д р у г а я н а у к а , комбинаторика име
ет свою терминологию. Основным понятием комбинато 
рики я в л я е т с я комбинаторный объект, или соединение. 
П р и выборе m элементов из п р а з л и ч н ы х элементов 
принято говорить, что они о б р а з у ю т соединение из п эле 
ментов по пг. 

В зависимости от того, имеет ли значение порядок 
э л е м е н т о в в соединении или нет, а т а к ж е от того, входят 
в соединение все п элементов или только ч а с т ь их, р а з л и 
ч а ю т три вида соединений. Это — перестановки, разме
щения и сочетания. 
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§ 1. С О Е Д И Н Е Н И Я 

1.1. Перестановки 

Соединения , к а ж д о е из которых с о д е р ж и т л р а з л и ч 
ных элементов , в з я т ы х в определенном порядке , н а з ы в а 
ются перестановками из п элементов . С л е д у е т отметить , 
что п о р я д о к элементов в п е р е с т а н о в к е существенен 
и в о б р а з о в а н и и перестановки у ч а с т в у ю т все п элементов 
( т = л) . 

П р и м е р . В ы п и ш е м все перестановки из элементов 
а, Ь, с: 

abc, acb, bac, bca, cab, cba. 

Количество всех способов, которыми можно переста
вить п р а з л и ч н ы х предметов , р а с п о л о ж е н н ы х на л р а з 
личных местах , п р и н я т о о б о з н а ч а т ь Рп ( читается «число 
перестановок из п»). 

Н а й д е м Рп. Н а первое из имеющихся п мест предмет 
м о ж е т быть в ы б р а н п способами , на второе место — (п — 
— 1) способом, на третье место — (« — 2) способами 
и т. д. Н а предпоследнее место п р е д м е т в ы б и р а е т с я из 
двух оставшихся , а д л я последнего места в ы б о р предме
та единственен. О б щ е е количество способов будет равно 
произведению п(п—1)(л — 2 ) - . . . - 2 - 1 . Т а к о е произведе
ние н а з ы в а е т с я факториалом числа п и о б о з н а ч а е т с я л! 
Т а к и м о б р а з о м , Рп = п\ 

П р и м е р . С к о л ь к о всего ш е с т и з н а ч н ы х четных чи
сел м о ж н о составить из ц и ф р 1, 3 , 4, 5, 7 и 9, если в к а ж 
дом из этих чисел ни одна ц и ф р а не повторяется? 

П о с л е д н я я ц и ф р а четного числа д о л ж н а быть четной, 
поэтому в данном с л у ч а е последней цифрой числа м о ж е т 
б ы т ь только ц и ф р а 4. О с т а в ш и е с я пять ц и ф р могут 
стоять на оставшихся пяти местах в любом порядке . 
Поэтому количество способов их р а с с т а н о в к и равно Рь — 
= 5! = 120. 

Иногда требуется не просто подсчитать количество 
перестановок из л элементов , но и найти к а ж д у ю из них. 
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Существует несколько а л г о р и т м о в г е н е р а ц и и всех 
перестановок из я элементов . Они р а з л и ч а ю т с я п о р я д 
ком получения перестановок . 

Р а с с м о т р и м один из хорошо известных а л г о р и т м о в , 
в процессе исполнения которого перестановки п чисел 
р а с п о л а г а ю т с я л е к с и к о г р а ф и ч е с к и (в с л о в а р н о м п о р я д 
ке) . Это значит , что перестановки с р а в н и в а ю т с я с л е в а 
н а п р а в о поэлементно и большей из них я в л я е т с я та , 
у которой р а н ь ш е встретился элемент , больший соответ
ствующего ему э л е м е н т а во второй перестановке . ( Н а 
п р и м е р , если S = (3 , 5, 4, 6, 7), a Ь = (3, 5, 6, 4, 7), то 
S < L , т а к к а к S 3 < L 3 . ) 

О п и ш е м а л г о р и т м д л я л = 5, отчего р а с с у ж д е н и я не 
у т р а т я т общности . В д а л ь н е й ш е м , д л я удобства , будем 
р а б о т а т ь не с с а м и м и э л е м е н т а м и , а с их н о м е р а м и (от 
1 д о л) . 

П р и н ц и п р а б о т ы а л г о р и т м а р а з ъ я с н и м на п р и м е р е . 
Д о п у с т и м , необходимо воспроизвести все перестановки 
чисел 1, 2, 3 , 4, 5. Первой перестановкой считаем пере 
становку ( 1 , 2, 3, 4, 5) . Последней перестановкой будет 
(5 , 4, 3, 2, 1). Элементы перестановки будем х р а н и т ь 
в массиве . 

П р е д п о л о ж и м , что на некотором ш а г е р а б о т ы а л г о 
р и т м а получена п е р е с т а н о в к а Р: 

Р = (3 , 4, 5, 2, 1) = (р , , Pi, рг, р4, р5). 

Д л я того чтобы определить непосредственно с л е д у ю 
щ у ю за ней перестановку , необходимо выполнить ш а г и : 

Ш а г 1. Б у д е м п р о с м а т р и в а т ь д а н н у ю п е р е с т а н о в к у 
с п р а в а н а л е в о и следить за тем, чтобы к а ж д ы й с л е д у ю 
щий элемент перестановки ( элемент м а с с и в а с большим 
номером) был б о л ь ш е п р е д ы д у щ е г о (т. е. элемента мас
сива с меньшим номером) , и остановимся с р а з у ж е , к а к 
только это п р а в и л о н а р у ш и т с я ( 1 < 2 < 5 , а 5 > 4 ) . М е с т о 
остановки у к а з а н о подчеркиванием: 

(3 , 4, 5, 2, 1). 
Ш а г 2. З а т е м вновь п р о с м а т р и в а е м пройденный путь 

237 



( с п р а в а налево) до тех пор , пока не дойдем до первого 
числа , которое у ж е больше отмеченного. М е с т о второй 
остановки отмечено двойным п о д ч е р к и в а н и е м . 

(3 , 4, 5, 2, 1). 

Ш а г 3 . П о м е н я е м м е с т а м и отмеченные числа : 

(3 , 5, 4, 2, 1). 

Ш а г 4. В части м а с с и в а , р а с п о л о ж е н н о й с п р а в а от 
двойного п о д ч е р к и в а н и я , отсортируем все числа в поряд
ке в о з р а с т а н и я . Т а к к а к до сих пор они б ы л и упорядоче 
ны по у б ы в а н и ю , то это л е г к о с д е л а т ь , з а п и с а в в обрат 
ном п о р я д к е у к а з а н н у ю часть м а с с и в а . П о л у ч и м новую 
перестановку , которую обозначим Q — (qb q2, q3, q4, q5): 

Q = (3 , 5, 1, 2, 4) . 

Это и есть та п е р е с т а н о в к а , к о т о р а я непосредственно 
следует за Я в л е к с и к о г р а ф и ч е с к о м порядке . 

П р и м е ч а н и е . Действительно, P<Q, так как р2—4, q2 — b. 
Пусть существует такая перестановка R, что P<iR<.Q. Тогда рх — 
= г, = <7,. По построению q2 — наименьшее число в множестве {1, 2, 4, 5} 
(это множество содержит элементы перестановки Q без qx), такое, что 
q2>p2. Поэтому для г2 верно одно из двух равенств: г2 = р2 или r2 — q2. 
Но так как в Р элементы, начиная с р3, убывают, то из P<R следует, 
что если р2=г2, то P = R. Аналогично, так как в Q элементы, начиная 
с q3, возрастают, то из R<CQ следует, что если r2 — q2, то и R = Q. 
Следовательно, перестановки R не существует. 

В м а с с и в е Р будем х р а н и т ь н о м е р а элементов . Внача 
л е в м а с с и в е х р а н я т с я числа от 1 д о п, р а с п о л р ж е н н ы е 
в п о р я д к е в о з р а с т а н и я т а к , что к а ж д ы й э л е м е н т равен 
своему номеру . Нулевой э л е м е н т ф и к т и в н ы й , он исполь
з у е т с я д л я проверки окончания р а б о т ы . Г е н е р а ц и я пере
становок будет з а к о н ч е н а , когда нулевой элемент станет 
отличным от нуля . 

З а п и ш е м алгоритм г е н е р а ц и и перестановок : 

нц д л я i от 0 до п 
| p [ i ] : = i : и н и ц и а л и з а ц и я м а с с и в а Р 
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кц 
нц пока р [0] = 0 

нц для i от 1 до п 
| p l i ] : = p [ i ] 

кц 
j : = N 

нц пока p [ j — l ] > p [ j ] 

кц 

k : = N 
нц пока p [ j — l ] > p [ k ] 
I k : = k - l 
кц 
d : = p [ j - l ] 
p [ j - l ] : = p [ k ] 
p [ k ] : = d 

нц для i от j до n 

I r [ i ] : = p [ N —(1 —j)] 

кц 
нц для i от j до n 
| p [ i ] : = r [ i ] 
кц 

'кц 

: вывод очередной переста
н о в к и на экран 

:поиск (справа налево) 
:элемента, 
: большего предшествую-
:щего ему ( Ш А Г 1) 

(5 .1) 
:поиск числа, большего 
:отмеченного ( Ш А Г 2) 

:перестановка двух чисел, 
: найденных выше ( Ш А Г 3) 

:запись части массива в 
•.обратном порядке 
:во вспомогательный мас
с и в г 

:перенос элементов из мас-
:сива г 
:в исходный массив 
: ( Ш А Г 4) 

Вопросы для повторения 

1. Что т а к о е п е р е с т а н о в к и ? 
2. Ч е м у р а в н о ч и с л о п е р е с т а н о в о к из 4 э л е м е н т о в ? из 

6 э л е м е н т о в ? 
3 . Как с г е н е р и р о в а т ь в с е п е р е с т а н о в к и из 4 э л е м е н т о в в л е к с и 

к о г р а ф и ч е с к о м п о р я д к е ? 
4 . У к а ж и т е п е р е с т а н о в к у , л е к с и к о г р а ф и ч е с к и с л е д у ю щ у ю з а 

(5, 4, 6, 2, 1, 3) . 
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1.2. Сочетания 

Соединения , о т л и ч а ю щ и е с я д р у г от д р у г а , по крайней 
мере, одним элементом, к а ж д о е из которых с о д е р ж и т 
т элементов , в з я т ы х из п р а з л и ч н ы х элементов , н а з ы в а 

ются сочетаниями ( к о м б и н а ц и я м и или в ы б о р к а м и ) из 
п элементов по т. П о р я д о к с л е д о в а н и я элементов не 
у ч и т ы в а е т с я . 

П р и м е р . В ы п и ш е м все сочетания из элементов а, Ь, 
с по д в а : 

ab, ас, be. 

Количество способов, которыми можно в ы б р а т ь т 
элементов из п, принято о б о з н а ч а т ь С (п, т) или С™ 
( ч и т а е т с я «число сочетаний из п по m»). З н а ч е н и е вели

чины С (п, т) в ы ч и с л я е т с я по ф о р м у л е 

С(п, т) = — . (1) 
т\ (я — т ) ! 

( Д о к а з а т е л ь с т в о ф о р м у л ы будет приведено ниже . ) 
О т м е т и м , что 

С(п, /п) = — —  — - = С(п, п — т). (2) 
т\ (п — ту. 

П р и м е р . С к о л ь к и м и способами м о ж н о из 10 чело

век в ы б р а т ь к о м а н д у д л я игры в городки? К о м а н д а 
состоит из 4 человек. 

Количество , способов равно числу сочетаний из 10 
по 4. 

С (10, 4 ) = — i L ^ £ 2 ° 210. 
4! ( 1 0  4 ) ! 1234 

Д л я р е ш е н и я некоторых з а д а ч требуется не только 
подсчитать число сочетаний, но и найти к а ж д о е из них. 
П р и в е д е м алгоритм г е н е р а ц и и всех сочетаний из п эле

ментов по т. Т а к ж е , к а к и в а л г о р и т м е генерации 
перестановок , будем р а б о т а т ь не с с а м и м и э л е м е н т а м и , 
а с их номерами 1, 2, п. 
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Т а к к а к порядок элементов в сочетании не учитыва 
ется , то п о л у ч а т ь сочетания удобно в п о р я д к е в о з р а с т а 
ния индексов используемых на д а н н о м ш а г е элементов 
(общее их число есть т). Текущее сочетание будем 
х р а н и т ь в м а с с и в е В. В качестве н а ч а л ь н о й конфигура 
ции возьмем следующую: ( 1 , 2, т), д л я которой 
В [/] = / , / = 1 , т. Сочетания будем получать в возра 
с т а ю щ е м л е к с и к о г р а ф и ч е с к о м порядке , поэтому послед
ним сочетанием будет (п — т-f-1, п — т-\-2, п — 1, п). 
Д л я к а ж д о г о элемента последнего сочетания в ы п о л н я 
ется условие B[j] = n — m-j-j. Д л я всех остальных соче
таний это равенство будет н а р у ш е н о хотя бы д л я одного 
э л е м е н т а . 

Д л я генерации очередного сочетания найдем элемент 
В [/] с м а к с и м а л ь н ы м индексом / , такой , что в ы п о л н я е т с я 
неравенство 

В [ /]<« — tn + j . (*) 

П р и этом будем п р о с м а т р и в а т ь т е к у щ е е сочетание 
с п р а в а налево . З а т е м увеличим это В [/] на 1, а д л я всех 
k<Zj п о л а г а е м В [k] = B (k—- l ) - f - 1 . Если такого В [/'] не 
существует , то г е н е р а ц и я сочетаний д л и н ы т з акончена . 

нц д л я L от I до m 
| B [ i ] : = i 
нц 
j : — 1 0 0 ; 
нц пока j < > 0 
| нц д л я i от 1 д о m 

B [ i ] : = B [ i J 
кц 
j : = m 
н ц п о к а П > 0 ) и ( В [ Л ; 

и н и ц и а л и з а ц и я м а с с и в а 

: вывод очередного полу-
:ченного сочетания 

(5.2) 
= п + j —• m ) : поиск элемен

т а , удовлетво
р я ю щ е г о усло-
: в и ю (*) 
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к ц 
если j <С > О : п р о в е р к а окончания гене-

грации сочетаний 
то 
B [ j ] : = B [ j ] + l 

нц д л я к от j + 1 до 

: и з м е н е н и е э л е м е н т а , удов
л е т в о р я ю щ е г о условию (*) 

m 
| В [ к ] : = В [ к - 1 ] + 1 : изменение элементов , стоя

щ и х после э л е м е н т а , удов
л е т в о р я ю щ е г о условию (*) 

к ц 
все 

к ц 

В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Что н а з ы в а е т с я с о ч е т а н и е м из п э л е м е н т о в п о ml 
2 . Ч е м у р а в н о число сочетаний из 5 по 3? из 6 п о 2? 
3. Как с г е н е р и р о в а т ь все сочетания из 5 э л е м е н т о в по 2? 
4. К а к о е с о ч е т а н и е б у д е т п о л у ч е н о а л г о р и т м о м (5.2) в с л е д 

за (3, 5, 8), если п = 8, т — Ъ1 

Соединения , о т л и ч а ю щ и е с я д р у г от д р у г а составом 
элементов или их порядком, к а ж д о е из которых содер
ж и т т(т<Сп) элементов , в з я т ы х из п р а з л и ч н ы х эле 
ментов, н а з ы в а ю т с я размещениями из п элементов по т. 

П р и м е р . В ы п и ш е м все р а з м е щ е н и я из элементов а, 
Ь, с по д в а : 

Количество способов, которыми можно в ы б р а т ь и 
р а з м е с т и т ь по т р а з л и ч н ы м местам тип р а з л и ч н ы х 
элементов , принято о б о з н а ч а т ь А (п, т) или Л™ (читается 
«число р а з м е щ е н и й из п по m») . Вычислим значение 
величины Л " , т. е. вычислим, сколькими способами мож
но в ы б р а т ь и р а з м е с т и т ь по т р а з л и ч н ы м местам т из 
п р а з л и ч н ы х предметов . 

1 .3* . Р а з м е щ е н и я 

ab, Ьа, ас, са, be, cb. 
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На первое место можно поместить любой из л пред
метов, на второе место — любой п р е д м е т из (га — 1) остав 
шихся , на т р е т ь е — один из (л — 2 ) оставшихся и т. д . Н а 
предпоследнее место с номером (от—1) — любой из 
о с т а в ш и х с я л — (т — 2) предметов , а на последнее от-е 
место — один из л — (от—1) . П о л у ч а е м 

Л (л , от) = л ( л — 1 ) ( л — 2 ) . . . ( л — (от — 2)){п — (от — 1)) = 

(п — т)\' 

П о определению, 0! = 1. 
П р и м е р . Сколько всего с е м и з н а ч н ы х т е л е ф о н н ы х 

номеров , в к а ж д о м из которых ни одна ц и ф р а не повто
р я е т с я ? 

Эта з а д а ч а о выборе и р а з м е щ е н и и по семи р а з л и ч 
ным местам семи из десяти р а з л и ч н ы х цифр , поэтому 
число у к а з а н н ы х телефонных номеров равно 

А (10, 7 ) = 1 0 - 9 - 8 - 7 . 6 - 5 - 4 = 6 0 4 8 0 0 . 

А теперь д о к а ж е м ф о р м у л у (1) п. 1.2 д л я числа 
сочетаний. 

В ы б р а т ь от из л р а з л и ч н ы х предметов м о ж н о 
С (л , от) способами, и в к а ж д о м из в ы б р а н н ы х сочетаний 
имеется от! возможностей упорядочить от предметов это
го сочетания . Поэтому имеется от! С (л, от) возможностей 
в ы б р а т ь и р а з м е с т и т ь по от р а з н ы м местам т из п р а з 
ных предметов , т. е. 

Л (л, от) = от!С(л, от). 

О т с ю д а следует , что число сочетаний из л р а з л и ч н ы х 
предметов по от в от! р а з меньше, чем числа р а з м е щ е н и й 
из л по от, т. е. 

„ . . А («, т) п\ 
С (л, от) = :—- = . 

т\ т\(п-т)\ 
В том случае , если т р е б у е т с я с генерировать все р а з 

м е щ е н и я из л по от, то д л я к а ж д о г о сочетания , получен
ного а л г о р и т м о м (5.2), п р и м е н я ю т алгоритм г е н е р а ц и и 
перестановок (5.1). (Этот алгоритм р а з р а б о т а й т е с а м о 
стоятельно . ) 
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В о п р о с ы д л я п о в т о р е н и я 

1. Что н а з ы в а е т с я р а з м е щ е н и я м и из п э л е м е н т о в по ml 
2. Чему р а в н о число р а з м е щ е н и й из 5 по 3? и з 6 по 21 
3. Как с г е н е р и р о в а т ь в с е р а з м е щ е н и я из 5 э л е м е н т о в по 21 

§ 2* . С О Е Д И Н Е Н И Я С П О В Т О Р Е Н И Я М И 

2 .1 . Р а з м е щ е н и я с повторениями 

Д о сих пор р а с с м а т р и в а л и с ь соединения , в к а ж д о е из 
которых любой из п р а з л и ч н ы х элементов входит один 
р а з . М о ж н о р а с с м а т р и в а т ь соединения с повторениями, 
т. е. соединения , в к а ж д о м из которых любой из п р а з 
личных элементов м о ж е т входить более одного р а з а . 

Р а з м е щ е н и я из п элементов , в к а ж д о е из которых 
входит т элементов , причем один и тот ж е элемент 
может повторяться в к а ж д о м р а з м е щ е н и и любое число 
р а з , но не более чем т, н а з ы в а ю т с я размещениями из 
п элементов по m с повторениями. 

П р и м е р . В ы п и ш е м р а з м е щ е н и я с повторениями из 
двух элементов а, Ь по три: 

ааа, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb. 

Количество р а з м е щ е н и й из n элементов no m с повто
рениями о б о з н а ч а ю т А™ (п). С п р а в е д л и в а ф о р м у л а 

А:(п) = пм. 

Д е й с т в и т е л ь н о , на к а ж д о е из пг мест мы можем 
поместить любой из п элементов . 

П р и м е р . К а ж д ы й т е л е ф о н н ы й номер состоит из 
7 цифр . С к о л ь к о всего телефонных номеров, с о д е р ж а щ и х 
только ц и ф р ы 2, 3, 5, 7? 

Эта з а д а ч а о числе р а з м е щ е н и й в семи позициях семи 
ц и ф р , к а ж д а я из которых м о ж е т быть 2, 3, 5 или 7. Ц и ф 
ры в телефонном номере могут повторяться . 

Ч и с л о всех у к а з а н н ы х номеров есть А7

4(4) = 47 = 
= 16 384. 
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Опишем алгоритм генерации всех р а з м е щ е н и й из 
п элементов по т с повторениями. Пронумеруем элементы 
от 0 до ( я — 1) и в д а л ь н е й ш е м будем р а б о т а т ь не с с а м и 
ми э л е м е н т а м и , а с их номерами . К а ж д о м у р а з м е щ е н и ю 
мы м о ж е м сопоставить число в я-ичной системе счисле
ния , состоящее из т ц и ф р . И наоборот , к а ж д о м у из 
т аких чисел соответствует одно-единственное р а з м е щ е 
ние. М и н и м а л ь н ы м из таких чисел будет число, состоя
щее из т нулей. Д л я получения всех чисел, соответству
ющих р а з м е щ е н и я м , будем к а ж д ы й р а з п р и б а в л я т ь по 
1 к т е к у щ е м у числу, пока не получим число из 1 и т ну
л е й . Д а н н о е число не соответствует ни одному из иско
мых р а з м е щ е н и й , а я в л я е т с я у к а з а т е л е м того, что гене
р а ц и я з а к о н ч е н а ( п р е д ы д у щ и м числом было число, со
с т о я щ е е из т ц и ф р , к а ж д а я из которых р а в н я л а с ь я — 1). 
П р и в е д е м ф р а г м е н т п р о г р а м м ы , генерирующей р а з м е 
щ е н и я с повторениями. 

нц д л я i от 0 до m 
| A [ i ] : = 0 н а ч а л ь н о е число, состоящее из 

:всех нулей 
кц 
нц пока А [п11 = О 

i : = 0 
А [0] : = А [ 0 ] + 1 п р и б а в л е н и е 1 к м л а д ш е м у 

: р а з р я д у 
нц пока ( A [ i j = n) и ( A [ m ] = 0) 

A [ i ] = 0 
A [ i + 1 ] : = A [ i + 1 ] + 1 :перенос 1 в с л е д у ю щ и й 

: р а з р я д 
i : = i + l (5.3) 

кц 
нц д л я i от т — 1 до 0 ш а г — 1 
| A [ i ] : = A | i ] : в ы в о д очередного р а з м е щ е н и я с 

:повторениями 
кц 

кц 
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2.2. Перестановки с повторениями 

П е р е с т а н о в к и из п предметов , в к а ж д у ю из кото
рых входят пх о д и н а к о в ы х предметов одного типа , п2 

о д и н а к о в ы х предметов другого типа и т. д . до пк оди
н а к о в ы х предметов /г-го типа , где пх-\-п2-\-... -\-пк — п, 
н а з ы в а ю т с я перестановками из п элементов с повторе
ниями. 

П р и м е р . П о л у ч и м перестановки из двух элементов 
а и Ь, к а ж д ы й из которых взят по д в а р а з а . 

aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa. 

Ч и с л о всех таких перестановок с повторениями при
нято о б о з н а ч а т ь Рп{пь п2, nk). Оно может б ы т ь найде
но по ф о р м у л е 

Рп(щ, п2, Щ)= f——. (3) 

Возьмем некоторую п е р е с т а н о в к у из числа Рп(пь п2, 
nk) всех перестановок с повторениями . В ней все 

в о з м о ж н ы е перестановки э л е м е н т о в первого типа , считая 
их р а з н ы м и , можно осуществить пх\ способами , з а т е м все 
в о з м о ж н ы е перестановки элементов второго типа , считая 
их р а з н ы м и , можно осуществить п2\ способами и т. д., 
а з а т е м все в о з м о ж н ы е перестановки элементов &-го 
типа , считая их р а з н ы м и , можно осуществить nk\ спосо
б а м и . О с у щ е с т в л я я все в о з м о ж н ы е перестановки только 
элементов к а ж д о г о типа , получим nl\n2\...nk\ переста
новок, которые бы возникли из взятой перестановки 
с повторениями, если бы и м е л а с ь в о з м о ж н о с т ь как-то 
р а з л и ч а т ь входящие в к а ж д ы й тип о д и н а к о в ы е элемен
ты. П р о д е л а в это д л я к а ж д о й перестановки с повторени
ями, получим п\ — число в с е в о з м о ж н ы х перестановок из 
п р а з л и ч н ы х предметов . 

Т а к и м о б р а з о м , пх\п2\...nk\ Рп (пх, п2, пк) — п\, отку
да следует ф о р м у л а д л я числа перестановок с повторе
ниями. 
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Д л я получения всех перестановок с повторениями 
м о ж н о воспользоваться а л г о р и т м о м (5.1), з а м е н и в в нем 
з н а к и > на > = . (Почему? ) 

2 .3 . Сочетания с повторениями 

Сочетаниями из п элементов по m с повторениями 
н а з ы в а ю т с я соединения , с о д е р ж а щ и е m элементов (без 
учета п о р я д к а следования ) , причем любой э л е м е н т мо
ж е т входить в соединение некоторое число р а з , не боль
шее т . 

П р и м е р . Получим сочетания из элементов a, b по 
три с повторениями: 

ааа, aab, abb, bbb. 

Ч и с л о всех сочетаний из п элементов по m с повторе
ниями принято о б о з н а ч а т ь С" (п). Оно может быть най
дено по ф о р м у л е : 

C ? ( « ) = ( , " , / " " \ i ' = C g + B _ , . (4) 
ш\(п— 1)! 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а этой ф о р м у л ы з а к о д и р у е м к а ж 
дое сочетание с повторением с помощью нулей и единиц . 
С н а ч а л а н а п и ш е м столько единиц, сколько взято эле 
ментов первого типа . Потом, чтобы отделить элементы 
первого типа от элементов второго типа , з а п и ш е м нуль , 
а з а т е м — столько единиц, сколько взято элементов вто
рого типа . Д а л е е снова н а п и ш е м нуль (если не б ы л о 
в зято ни одного элемента второго типа , но в з а п и с и 
п о я в я т с я д в а с л е д у ю щ и х друг за другом нуля) . Д а 
л е е н а п и ш е м столько единиц, сколько взято элементов 
третьего типа , снова н а п и ш е м нуль и т. д., пока не будут 
в ы п и с а н ы единицы, соответствующие э л е м е н т а м л-го 
типа . 

Д л я сочетания ааа из приведенного выше п р и м е р а 
з а п и с ь будет 1110, а д л я abb— 1011. 

Т а к и м о б р а з о м , число р а з л и ч н ы х сочетаний из п эле -
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ментов по т с повторениями р а в н о числу перестановок 
с повторениями, которые можно составить из т единиц 
и (п—1) нулей. Д л я вычисления количества перестано
вок с повторениями применим ф о р м у л у (3). О б щ е е коли
чество нулей и единиц равно 

Рп+Я-Лт, п - \ ) = { т + п-^=С:'(п). 
т\ (я — 1)! 

П р и м е р . В кондитерском м а г а з и н е п р о д а в а л и с ь 
четыре сорта пирожных . С к о л ь к и м и способами можно 
купить семь пирожных? 

Эта з а д а ч а о числе сочетаний из 4 элементов по 
7 с повторениями: 

С1(я ) = т ^ = 1 2 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о ф о р м у л ы (4) д а е т алгоритм генера
ции всех сочетаний из п элементов по т с повторениями. 
Д л я этого применим алгоритм (5.2) д л я генерации соче
таний из т-\-п— 1 э л е м е н т а по п— 1 (или по т, что одно 
и то ж е , см. формулу (2)). 

В м а с с и в е В (см. алгоритм (5.2)) х р а н я т с я в порядке 
в о з р а с т а н и я индексы испол ьзуемых на д а н н о м ш а г е 
элементов . Количество таких индексов в с л у ч а е генера
ции сочетаний из (т-\-п—1) элемента по (п—1) есть 
(п—1). К а ж д ы й из индексов п о к а з ы в а е т позицию нуля 
в перестановке с повторениями, составленной из т еди
ниц и (п—1)нулей. Количество единиц м е ж д у соседни
ми н у л я м и (а т а к ж е количество единиц до первого нуля 
и после последнего) д а е т количество элементов к а ж д о г о 
типа . 

П р и м е р . Пусть на каком-то шаге генерации д л я 
я = 4, т — Ь(т-\-п— 1 = 8 , п— 1 = 3 ) в массиве В получен 
следующий набор индексов: 1, 3, 6. Этот набор дает 
к о н ф и г у р а ц и ю 01011011, т. е. э л е м е н т первого типа 
в д а н н у ю выборку не входит, э л е м е н т второго типа 
входит 1 р а з , элемент третьего типа — 2 р а з а , элемент 
четвертого типа — 2 р а з а . 
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Д л я генерации сочетаний с повторениями можно вос
пользоваться и алгоритмом генерации перестановок 
с повторениями. 

§ 3* . П О Д М Н О Ж Е С Т В А 

Пусть имеется некий набор из п р а з л и ч н ы х эле
ментов, о б л а д а ю щ и х некоторым общим свойством. Сово
купность этих элементов н а з ы в а ю т множеством. О б щ е е 
свойство элементов множества обычно с о д е р ж и т с я в са
мом н а з в а н и и ( з а д а н и и ) к а ж д о г о м н о ж е с т в а . М н о ж е с т в а 
обычно о б о з н а ч а ю т з а г л а в н ы м и л а т и н с к и м и б у к в а м и . 

П р и м е р ы множеств : множество цифр , м н о ж е с т в о 
букв некоторого а л ф а в и т а , множество точек плоскости, 
множество з в е з д во Вселенной. 

Если к а ж д ы й элемент м н о ж е с т в а А я в л я е т с я эле
ментом множества В, то множество А н а з ы в а е т с я под
множеством м н о ж е с т в а В. Л ю б а я совокупность элемен
тов из данного множества о б р а з у е т подмножество данно
го м н о ж е с т в а . 

П о д м н о ж е с т в о , не с о д е р ж а щ е е ни одного э л е м е н т а , 
н а з ы в а ю т пустым. Пустое множество я в л я е т с я подмно
жеством всякого множества . 

П р и м е р ы . 
1 ) М н о ж е с т в о всех п о л о ж и т е л ь н ы х четных чисел яв 

л я е т с я подмножеством множества всех н а т у р а л ь н ы х 
чисел. 

2) В ы п и ш е м все п о д м н о ж е с т в а м н о ж е с т в а , состояще
го из элементов а, Ь, с. К а ж д о е подмножество будем 
з а к л ю ч а т ь в ф и г у р н ы е скобки (пустое подмножество 
о б о з н а ч а ю т {}). 

{}, {а}, {Ь}, {с}, {а, Ь}, {а, с}, {Ь, с}, {a, h, с). 
Количество всех подмножеств «-элементного м н о ж е 

ства равно 2 " ( 2 3 = 8). 
Пусть з а д а н о множество из п элементов . П р о н у м е р у 

ем элементы данного м н о ж е с т в а от 0 до (п — 1 ) . В д а л ь 
нейшем будем р а б о т а т ь не с с а м и м и э л е м е н т а м и , а с их 
номерами . 
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Д л я г е н е р а ц и и п о д м н о ж е с т в с о з д а д и м массив В[0..п\ 
из ( n - f - l ) э л е м е н т а (я-й э л е м е н т ф и к т и в н ы й и использу
ется д л я определения окончания р а б о т ы ) . B[i] = 0, если 
i-й э л е м е н т в подмножество не входит, и B[i]=l, если 
входит. Т а к и м о б р а з о м , пустому п о д м н о ж е с т в у будет 
соответствовать набор из я нулей , а я - элементному под
м н о ж е с т в у — набор из я единиц. Тут явно з а м е т н а связь 
п р е д с т а в л е н и я п о д м н о ж е с т в а с двоичным п р е д с т а в л е н и 
ем числа . 

Б у д е м г е н е р и р о в а т ь числа от 0 д о 2"— 1, находить их 
двоичное п р е д с т а в л е н и е и ф о р м и р о в а т ь п о д м н о ж е с т в о из 
элементов исходного м н о ж е с т в а с и н д е к с а м и , соответст
вующими единицам в этом п р е д с т а в л е н и и . 

В н а ч а л е о п р е д е л и м В [/'] ---- 0 д л я всех i от 0 до я , что 
соответствует пустому п о д м н о ж е с т в у . Б у д е м р а с с м а т р и 
в а т ь м а с с и в В к а к з а п и с ь двоичного числа В [п]... В [0] 
и м о д е л и р о в а т ь о п е р а ц и ю с л о ж е н и я этого числа с едини
цей. П р и сложении будем п р о с м а т р и в а т ь число с п р а в а 
налево , з а м е н я я единицы н у л я м и до тех пор, пока не 
найдем нуль , в который занесем 1. Г е н е р а ц и я подмно
ж е с т в з а к а н ч и в а е т с я , к а к только В[п]=1 ( п р е д ы д у щ а я 
к о н ф и г у р а ц и я б ы л а 1. . . 1 2 = 2 " — 1 ) . 

П р и в е д е м ф р а г м е н т п р о г р а м м ы генерации всех под
множеств : 

нц пока В [п] = 0 
i : = 0 
нц пока В [ i ] = l 

B [ i ] : = 0 
i : = i + l 

к ц (5.4) 
B [ i ] : = l 
нц д л я i от 0 до n — 1 
| B [ i ] : = B [ i ] 
к ц 

кц 
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§ 4. Р Е А Л И З А Ц И Я П Е Р Е Б О Р А В А Р И А Н Т О В . 
С О К Р А Щ Е Н И Е П Е Р Е Б О Р А 

Ч а с т о в с т р е ч а ю т с я з а д а ч и такого рода , когда т р у д н о 
найти решение , отличное от полного перебора всех воз
м о ж н ы х в а р и а н т о в . 

А л г о р и т м ы , р а с с м о т р е н н ы е в ы ш е , позволяют органи
з о в а т ь основные типы перебора . 

П р и м е р ы переборных з а д а ч . 
1. Получить все способы р а с с т а н о в к и шести книг р а з н ы х 

авторов . 
Д л я решения з а д а ч и п р и м е н я е т с я алгоритм генера
ции всех перестановок из шести элементов . 

2. Д л я у ч а с т и я в конкурсе требуется в ы б р а т ь трех чело
век из к л а с с а в 20 человек. 
Д л я р е ш е н и я з а д а ч и используется алгоритм г е н е р а 
ции всех сочетаний из 20 элементов по 3. 

3 . Получить все четырехзначные числа , у которых все 
ц и ф р ы нечетные. 
Д л я решения з а д а ч и п р и м е н я е т с я алгоритм г е н е р а 
ции всех р а з м е щ е н и й из пяти элементов по ч е т ы р е 
с повторениями. 

4. Из семи к р а с н ы х и восьми белых роз требуется соста
вить букет из пяти роз . П е р е ч и с л и т е все в о з м о ж н ы е 
в а р и а н т ы . 
Д л я решения з а д а ч и п р и м е н я е т с я алгоритм генера 
ции всех сочетаний из двух по пять с повторениями. 
Количество р а с с м а т р и в а е м ы х в а р и а н т о в при перебо

ре м о ж е т быть очень большим, что влечет за собой 
б о л ь ш и е в р е м е н н ы е з а т р а т ы . В некоторых с л у ч а я х коли
чество р а с с м а т р и в а е м ы х в а р и а н т о в удается с о к р а т и т ь , 
используя определенные свойства з а д а ч и . К с о ж а л е н и ю , 
не существует общих р е к о м е н д а ц и й к а к это с д е л а т ь . 
В к а ж д о й конкретной з а д а ч е приходится и с к а т ь свой 
способ. 

П р о и л л ю с т р и р у е м с о к р а щ е н и е перебора на п р и м е р е 
с л е д у ю щ и х з а д а ч : 
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Задача 1. Часы 

В м а т р и ц е р а з м е р а 3 X 3 р а с п о л о ж е н ы 9 ц и ф е р б л а т о в 
с з а д а н н ы м положением стрелок (рис . 31). Требуется 
установить на всех ц и ф е р б л а т а х в р е м я 12 часов . 

В о з м о ж н о 9 р а з л и ч н ы х способов изменения стрелок 
на ц и ф е р б л а т а х . К а ж д ы й такой способ з а д а е т с я набо
ром ц и ф е р б л а т о в (рис . 32), с т р е л к и которых поворачива 
ются на 90° по часовой стрелке . Н а рисунке д л я к а ж д о г о 
из способов соответствующие ц и ф е р б л а т ы в ы д е л е н ы се
р ы м цветом, к а ж д ы й способ о п р е д е л я е т с я номером — 
числом от 1 до 9. 

П е р е в о д стрелок из н а ч а л ь н о г о состояния в конечное 
производится последовательностью ш а г о в . З а один ш а г 
м о ж н о осуществить перевод с т р е л о к на ц и ф е р б л а т а х 
одним из у к а з а н н ы х способов. 

Необходимо найти к р а т ч а й ш у ю последовательность 
шагов , п е р е в о д я щ у ю с т р е л к и всех ц и ф е р б л а т о в из на
чальной позиции в позицию 12 часов . П о л о ж е н и е стрел
ки на ц и ф е р б л а т е з а д а е т с я числом от 0 до 3: 0 — 12 ч, 
1 — 3 ч, 2 — 6 ч, 3 — 9 ч. Д л я р е ш е н и я з а д а ч и пронуме
руем ц и ф е р б л а т ы ч и с л а м и от 1 до 9, н а ч и н а я н у м е р а ц и ю 
с верхнего левого угла и проводя ее по с т р о к а м слева 
н а п р а в о . П р е д п о л о ж и м , что т р е б у е м а я п о с л е д о в а т е л ь 
ность ш а г о в н а й д е н а . П о к а ж е м , что м о ж н о ограничиться 
р а с с м о т р е н и е м только т а к и х последовательностей , у ко
торых группа о д и н а к о в ы х п р е о б р а з о в а н и й в ы п о л н я е т с я 
последовательно д р у г за другом . Д е й с т в и т е л ь н о , д в а 

ООО 
ООО 
ООО 

V J 

4 5 6 

1 
3 

Рис. 31 Рис. 32 
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соседних п р е о б р а з о в а н и я в последовательности можно 
поменять м е с т а м и , при этом окончательный р е з у л ь т а т 
при последовательном выполнении п р е о б р а з о в а н и й не 
изменится . П р и этом количество одинаковых п р е о б р а з о 
ваний в оптимальной ( н а и б о л е е короткой) последова
тельности не превосходит 3, т а к к а к последовательное 
применение 4 одинаковых п р е о б р а з о в а н и й переводит ци
ф е р б л а т ы в исходное состояние. 

Т а к и м о б р а з о м , если р а с с м о т р е т ь все в о з м о ж н ы е 
д о п у с т и м ы е м и н и м а л ь н ы е последовательности п р е о б р а 
зова ний , в которых к а ж д о е из п р е о б р а з о в а н и й м о ж е т 
в ы п о л н я т ь с я от 0 до 3 р а з (т. е. р а с с м о т р е т ь все в о з м о ж 
ные 9 - р а з р я д н ы е числа в четверичной системе счисле
ния, когда к а ж д ы й р а з р я д о т р а ж а е т количество выпол
нений соответствующего п р е о б р а з о в а н и я ) , то м о ж н о най
ти среди них решение поставленной з а д а ч и . Это со
ответствует генерации всех р а з м е щ е н и й из 4 элементов 
по 9 с повторениями. Ч и с л о таких последовательностей 
р а в н о 4 9 . 

О д н а к о м о ж н о существенно с о к р а т и т ь количество 
р а с с м а т р и в а е м ы х последовательностей , если п р о а н а л и 
з и р о в а т ь влияние к а ж д о г о из п р е о б р а з о в а н и й на конк
ретный ц и ф е р б л а т . В с л е д у ю щ е й т а б л и ц е приведены 
множества п р е о б р а з о в а н и й , влияющих на к а ж д ы й из 
ц и ф е р б л а т о в . 

Номер ци
ферблата 

Номера преобразова
ний, влияющих на ци

ферблат 

1 1, 2, 4 
2 1, 2, 3, 5 

со
 

2, 3, 6 
4 1, 4, 5, 7 
5 1, 3, 5, 7, 9 
6 3, 5, 6, 9 
7 4, 7, 8 со 5, 7, 8, 9 
9 6, 8, 9 
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И т а к , на ц и ф е р б л а т 1 в л и я ю т п р е о б р а з о в а н и я I, 
2 и 4. П о п ы т а е м с я установить его в конечное положение , 
в ы п о л н я я последовательно все в о з м о ж н ы е к о м б и н а ц и и 
п р е о б р а з о в а н и й 1, 2 и 4. П р и этом любой произвольный 
набор к о м б и н а ц и й п р е о б р а з о в а н и й 1 и 2 (в количестве а, 
и а 2 , соответственно) однозначно о п р е д е л я е т количество 
п р е о б р а з о в а н и й , которое необходимо д л я установления 
ц и ф е р б л а т а 1 в конечное п о л о ж е н и е . Т а к и м о б р а з о м , а 4 

ф и к с и р о в а н о д л я з а д а н н ы х значений а{ и а2. И з второй 
строчки т а б л и ц ы видно, что т е п е р ь достаточно рассмот
реть только в с е в о з м о ж н ы е з н а ч е н и я а 3 (при у ж е фикси
р о в а н н ы х з н а ч е н и я х а{ и а 2 ) , при этом значение а 5 будет 
ф и к с и р о в а н о . И з строчки 3 следует , что а6 фиксировано , 
из строчки 4 — что ф и к с и р о в а н о а 7 , из строчки 5 — а 9 , из 
строчки 7 — а 8 . 

Т а к и м о б р а з о м , достаточно осуществить перебор по 
в о з м о ж н ы м з н а ч е н и я м аь а2 и с 4 , в ы ч и с л я я при этом 
з н а ч е н и я с 3 , а5, ат, а9, а 8 . П р и этом полученная последо
в а т е л ь н о с т ь д о л ж н а переводить ц и ф е р б л а т ы в конечное 
состояние . 

И т а к , нам достаточно п е р е б р а т ь 4 3 комбинаций , что 
з н а ч и т е л ь н о меньше, чем 4 9 . 

З а д а ч а 2. Р а з д е л наследств а 

Б а р о н е с с а фон Бирлингхофен ост ав ил а после себя 
двум дочерям л а р е ц с золотыми монетами . Ее з а в е щ а 
ние г л а с и л о , что все золото получит соседний м о н а с т ы р ь , 
если д о ч е р я м не у д а с т с я р а з д е л и т ь с о д е р ж и м о е л а р ц а 
на две р а в н ы е части . Достоинство к а ж д о й золотой моне
ты я в л я е т с я ц е л ы м числом. 

П р и м е р . Если монеты в л а р ц е б ы л и достоинством 
2, 10, 4, 3, 7, 4, то их м о ж н о р а з д е л и т ь м е ж д у наследни
ц а м и с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 10, 3, 2 и 7, 4, 4. Если ж е 
золотые монеты были достоинством 1, 9, 7, 3, 8, то р а з д е л 
н а с л е д с т в а невозможен , и оно достанется м о н а с т ы р ю . 

П р о г р а м м а д о л ж н а вводить количество монет и их 
достоинства аи а2, aN. Р е з у л ь т а т о м р а б о т ы п р о г р а м -
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мы д о л ж н о б ы т ь сообщение: « р а з д е л н а с л е д с т в а невоз
можен» или « р а з д е л наследства в о з м о ж е н » . В последнем 
с л у ч а е необходимо у к а з а т ь , монеты какого достоинства 
получит к а ж д а я из наследниц . 

О б о з н а ч и м сумму номиналов всех монет через 5 . Это 
число д о л ж н о быть четным, иначе р а з д е л н е в о з м о ж е н . 

Д л я решения данной з а д а ч и м о ж н о , н а п р и м е р , при
менить а л г о р и т м (5.4) д л я генерации всех п о д м н о ж е с т в 
м н о ж е с т в а монет и поиска среди этих п о д м н о ж е с т в 
такого , стоимость которого р а в н а 5 / 2 . П о д стоимостью 
п о д м н о ж е с т в а будем понимать с у м м а р н у ю стоимость 
номиналов монет, входящих в данное п о д м н о ж е с т в о . 
Количество подмножеств равно , к а к у ж е отмечалось , 2 W . 
П о п ы т а е м с я сократить количество р а с с м а т р и в а е м ы х 
п о д м н о ж е с т в , исходя из следующих с о о б р а ж е н и й : 

1) Ни одна из н а с л е д н и ц не м о ж е т получить более 
половины н а с л е д с т в а . Поэтому нас не интересуют под
м н о ж е с т в а стоимостью более чем S / 2 . 

2) Если у ж е сгенерировано некоторое п о д м н о ж е с т в о 
А со стоимостью больше S / 2 , то д о б а в л е н и е л ю б ы х 
элементов к этому подмножеству не с м о ж е т привести 
к решению и, следовательно , г е н е р и р о в а т ь их не имеет 
с м ы с л а . 

3) М а к с и м а л ь н а я по номинальной стоимости монета 
(пусть это монета а , ) д о л ж н а попасть к одной из н а с л е д 
ниц, поэтому р а з д е л н а с л е д с т в а начнем с этой монеты. 
И з - з а того, что стоимость в ы б р а н н о й монеты м а к с и м а л ь 
на, р а з н о с т ь м е ж д у S / 2 и стоимостью этой монеты 
м и н и м а л ь н а , что, возможно , приведет к у м е н ь ш е н и ю 
количества р а с с м а т р и в а е м ы х в а р и а н т о в . С этой ж е 
ц е л ь ю отсортируем монеты в п о р я д к е н е в о з р а с т а н и я их 
номиналов . 

4) Если одна из монет имеет н о м и н а л , р а в н ы й поло
вине искомой суммы, то р а з б и е н и е найдено . 

5) Если хоть одна монета имеет номинал более поло
вины искомой с у м м ы , то р а з б и е н и е невозможно . 
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П у н к т ы 4 и 5 достаточно проверить только д л я моне
ты с м а к с и м а л ь н ы м номиналом . 

В м а с с и в е А будем х р а н и т ь н о м и н а л ы монет. В мас
сиве st в ячейках с и н д е к с а м и от 1 до st[0] х р а н я т с я 
номера в ы б р а н н ы х сейчас монет (в отсортированном 
массиве ) . М о н е т ы с этими н о м е р а м и о б р а з у ю т подмно
ж е с т в о стоимости s. В массиве rez поместим те монеты, 
которые получит одна из наследниц , тогда д р у г а я полу
чит о с т а в ш и е с я монеты. 

Эти р а с с у ж д е н и я я в л я ю т с я основой следующего алго
р и т м а : 

s u m m a : = 0 
д л я i от 1 до п 
нц :находим стоимость 
| s u m m a : = s u m m a - f a [i] н а с л е д с т в а 
к ц 
o t v e t : = « H e T р е ш е н и я » 
если mod ( s u m m a , 2 ) = 0 

то 
s u m m a : = div ( s u m m a , 2 ) 
д л я i от 1 до n — 1 

д л я j от i + 1 До n 
если a [ i ] < a [j] 

то : с о р т и р о в к а «пузырьком» 
: м а с с и в а 
: с исходными д а н н ы м и 
:в порядке у б ы в а н и я 

k : = a [ i ] 
a [ i ] : = a [ j ] 
a [ j ] : = k 

все 
к ц 

к ц 
s t [0] : = 1 
s t I I ] : = 1 

: количество в ы б р а н н ы х сейчас монет 
: и н д е к с монеты с м а к с и м а л ь н ы м 
: н о м и н а л о м 

s : = a [ l ] 
i : = s t [ l ] + l : номер очередной д о б а в л я е м о й мо-

: неты 
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если a [ l ] > s u m m a 
то 
o t v e t : = « H e T решения» 
s t [ l ] : = 0 ' .полагаем s t [ l ] = 0 , чтобы пропустить 

: ц и к л «пока» 
все 
если а [1] = s u m m a 

то 
o t v e t : = « e c T b решение» (5.5) 

rez[l]: = a[l] 
все 
пока ( s t [ l ] = l ) и (o tvet = «HeT р е ш е н и я » ) 
нц 

пока ( i < = n ) и (o tve t = «HeT р е ш е н и я » ) 
нц 

s : = s + a[i] : п ы т а е м с я д о б а в и т ь монету к 
гсумме 

если s = s u m m a 
то 
o t v e t : = «ecTb решение» 
x : = s t [0] 
д л я j от 1 до х : найденное р е ш е н и е 
нц : с о х р а н я е м в м а с с и в е 
| r ez [ j ] : = a [st [j]] : r e z 
кц 
rez [ х + 1] : = a [i] 
иначе 
если s<Csumma 

то : д о б а в л я е м очередную монету к 
: у ж е в ы б р а н н ы м 

s t [ 0 ] : = st[0]-f- 1 у в е л и ч и в а е м количество 
: в ы б р а н н ы х монет 

х : = s t [0] 
s t [ х ] : = i : и н д е к с в ы б р а н н о й монеты 

заносим в м а с с и в 
иначе : монета не подходит 
s : = s — a [i] : п р е в ы ш е н а s u m m a 
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все 
i : = i-f- l . 'переходим к с л е д у ю щ е й монете 

все 
к ц 
: е с л и решение не найдено , то в о з в р а щ а е м с я на 
: ш а г н а з а д , 
:т . е. в ы б р а с ы в а е м последнюю добавленную монету 
x : = s t [ 0 ] : у д а л е н и е последней 
i : = st [х] -f 1 : д о б а в л е н н о й 
s : = s — a [st [х]] : м о н е т ы из в ы б р а н н ы х 
s t [ 0 ] : = х - 1 

к ц 
все 

Р а с с м о т р и м р а б о т у данного а л г о р и т м а на приведен
ном в ы ш е п р и м е р е . П о с л е сортировки м а с с и в а имеем: 

а = (10, 7, 4, 4, 3, 2); 
summa= 15; 
s = 1 0 ; 
st = (l, 1, 0, 0, 0, 0, 0) . 
В ы п и ш е м з н а ч е н и я переменных при к а ж д о м прохож

дении цикла П О К А . 

Значение 
переменной i 

Значение переменной s Массив st 

2 s = 1 0 + a [ 2 ] = 1 7 > 1 5 ; 
s = s — a [2 ]= 10; 

s< = ( l , 1, 0, 0, 0, 0, 0) 

3 s = 10 + a [ 3 ] = 1 4 < 1 5 ; st=(2, 1, 3, 0, 0, 0, 0) 

4 s = 1 4 + a [ 4 ] = 1 8 > 1 5 ; 
s = s — a [4 ]= 14; 

st = (2, 1, 3, 0, 0, 0, 0) 

5 s = 1 4 + a [ 5 ] = 1 7 > 1 5 ; 
s = s — a [5 ]= 14; 

st = (2, 1, 3, 0, 0, 0, 0) 

6 s = 14 + a [ 6 ] = 1 6 > 1 5 ; 
s = s —a [ 6 ] = 14; 
s = s —a [ 3 ] = 10; 

st = (l, 1, 3, 0, 0, 0, 0 ) ' 

1 Элемент s<[2] = 3, хоть и присутствует в массиве, но в дальнейшем 
рассмотрении не участвует, так как количество элементов равно 
sf [ 0 ] = 1 . 
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Значение пе
ременной i 

Значение переменной s Массив st 

4 s = 1 0 + a [ 4 ] = 1 4 < 1 5 ; s f = ( 2 , 1, 4, 0, 0, 0, 0) 

5 s = 1 4 + a [ 5 ] = 1 7 > 1 5 ; 
s = s — a [ 5 ] = 1 4 ; 

st=(2, 1, 4, 0, 0, 0, 0) 

6 s = 1 4 + a [ 6 ] = 1 6 > 1 5 ; 
s = s — a [6] = 1 4 ; 
s = s — a [ 4 ] = 10; 

s r = ( l , 1, 4, 0, 0, 0, 0) 

5 s = 10 + a [ 5 ] = 1 3 < 1 5 ; st = (2, 1, 5, 0, 0, 0, 0) 

6 s = 1 3 + a [ 6 ] = 1 5 ; 

гея = (10, 3, 2) . 
Метод , использованный д л я р е ш е н и я данной з а д а ч и , 

н а з ы в а е т с я перебором с возвратом или бектрекингом 
(Backtracking ) . 

Н е к о т о р ы е з а д а ч и , я в л я ю щ и е с я на первый в з г л я д 
п е р е б о р н ы м и , могут быть решены д р у г и м и м е т о д а м и . 

З а д а ч а 3 . « С ч а с т л и в ы е » б и л е т ы 

С о с т а в и т ь алгоритм определения количества шести
з н а ч н ы х «счастливых» т р а м в а й н ы х билетов , у которых 
с у м м а первых трех цифр с о в п а д а е т с суммой трех по
следних. Эта з а д а ч а р а с с м а т р и в а л а с ь среди з а д а ч повы
шенной сложности г л а в ы « Р е к у р р е н т н ы е у р а в н е н и я и ди
намическое п р о г р а м м и р о в а н и е » ( з а д а ч а 1). М е т о д ее 
р е ш е н и я не я в л я е т с я п е р е б о р н ы м , хотя, на первый 
в з г л я д , эта з а д а ч а сводится к г е н е р а ц и и всех сочетаний 
из 10 по 6 с повторениями. 

Если бы в з а д а ч е т р е б о в а л о с ь не только подсчитать 
количество «счастливых» билетов , но и в ы д а т ь номера 
этих билетов , то в этом с л у ч а е необходимо б ы л о бы 
и с п о л ь з о в а т ь т о л ь к о переборный метод. 

Н а п р и м е р е этой з а д а ч и видна р а з н и ц а м е ж д у под
счетом количества в а р и а н т о в , у д о в л е т в о р я ю щ и х условию 
з а д а ч и , и г енерацией этих в а р и а н т о в . 
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З А Д А Ч И Д Л Я П О В Т О Р Е Н И Я 

1. С к о л ь к и м и способами м о ж н о р а с к р а с и т ь вершины 
куба в три цвета ( н а п р и м е р , к р а с н ы й , синий и зеленый)? 
Н а п е ч а т а т ь все в о з м о ж н ы е способы. 

2 . С к о л ь к и м и р а з л и ч н ы м и способами м о ж н о надеть 
на нить семь бусин двух цветов — синего и белого? 
Н а п е ч а т а т ь все в о з м о ж н ы е в а р и а н т ы . 

3. С к о л ь к о р а з л и ч н ы х о ж е р е л и й из семи бусин м о ж 
но составить из бусин двух цветов — синего и белого? 
( П о д о ж е р е л ь е м п о н и м а е т с я з а м к н у т а я нить с нани
з а н н ы м и бусинами . ) Н а п е ч а т а т ь все в о з м о ж н ы е вари
анты . 

4. С к о л ь к о р а з л и ч н ы х о ж е р е л и й можно составить из 
двух белых, двух синих и двух к р а с н ы х бусин? Н а п е ч а 
т а т ь все в о з м о ж н ы е в а р и а н т ы . 

5 . С к о л ь к и м и р а з л и ч н ы м и способами м о ж н о грани 
куба р а с к р а с и т ь в четыре цвета? Н а п е ч а т а т ь все воз
м о ж н ы е в а р и а н т ы . 

6. Г р а н и куба м о ж н о р а с к р а с и т ь : а ) все в белый 
цвет; б) все в черный цвет; в) часть в белый , а о с т а л ь н ы е 
в черный. Сколько имеется р а з л и ч н ы х способов р а с к р а 
ски? Н а п е ч а т а т ь все в о з м о ж н ы е в а р и а н т ы . 

7. Н а п е ч а т а т ь все ч е т ы р е х з н а ч н ы е д е с я т и ч н ы е числа, 
у которых все ц и ф р ы р а з н ы е . О б о б щ и т ь на Af-значные 
числа . 

8. Д а м а собирается п р и г л а с и т ь семерых своих дру
зей на несколько з в а н ы х обедов. Ее стол, однако , неве
лик , да и обед «в узком кругу» несомненно гораздо 
приятнее . Поэтому она р е ш а е т п р и г л а ш а т ь к а ж д ы й р а з 
л и ш ь троих гостей. К р о м е того, ей хочется, чтобы к а ж 
д ы е двое ее друзей непременно в с т р е т и л и с ь за ее столом, 
причем она предпочла бы, чтобы они встретились л и ш ь 
о д н а ж д ы . К а к хозяйке р а с п р е д е л и т ь п р и г л а ш е н и я по 
д н я м ? 

9. Н а п и с а т ь алгоритм в ы п л а т ы з а д а н н о й суммы де
нег всеми в о з м о ж н ы м и способами . В наличии имеются 
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к у п ю р ы достоинством 1, 2, 5, 10, 20 и 100 д о л л а р о в . 
Количество купюр к а ж д о г о вида не ограничено . 

10. Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , к о т о р а я из букв А, В и С 
построит слово д л и н ы JV, в котором два любых стоящих 
р я д о м подслова р а з л и ч н ы . 

Н а п р и м е р : 
слово АВСАВА составлено правильно ; 
слово САВАВС составлено н е п р а в и л ь н о , т а к к а к со
четания букв АВ стоят рядом . 
11. С у щ е с т в у ю т числа , о б л а д а ю щ и е свойствами: 
число д е л и т с я на все свои ц и ф р ы ; 
число, полученное из данного з а п и с ь ю цифр в об
ратном порядке , т о ж е делится на все свои ц и ф р ы . 
П р и м е р о м такого числа я в л я е т с я 216. Составить про

г р а м м у д л я печати всех трехзначных чисел, о б л а д а ю щ и х 
этими свойствами . Ч и с л а с о д и н а к о в ы м и первой и по
следней цифрой не печатать . 

12. С о с т а в и т ь алгоритм получения с л о в а р я племени 
т у м б а - ю м б а , если известно, что: 

а л ф а в и т я з ы к а этого племени с о д е р ж и т 4 буквы — а, 
Ь, с, d\ 

слова на я з ы к е этого племени не с о д е р ж а т двух 
и более одинаковых букв подряд . 

13. К л е т ч а т о е поле пХп о х р а н я е т с я т воинами ц а р я 
А р т а к с е р к с а , з а н и м а ю щ и м и р а з л и ч н ы е клетки этого по
л я . Ц а р ь хочет р а с п о л о ж и т ь воинов т а к , чтобы обеспе
чить м а к с и м а л ь н у ю с у м м а р н у ю з а щ и щ е н н о с т ь г р а н и ц ы 
своего в л а д е н и я , т. е. 4 ( я — 1 ) клеток непосредственно 
п р и м ы к а ю щ и х к полю. К а ж д ы й воин о х р а н я е т те п р и г р а 
ничные клетки , которые он «видит» по горизонтали , 
в е р т и к а л и и д и а г о н а л я м . П р и этом, з а щ и щ е н н о с т ь клет
ки п р о п о р ц и о н а л ь н а количеству воинов, ее о х р а н я ю щ и х . 
П о м о г и т е А р т а к с е р к с у найти хотя бы одно п о л о ж е н и е 
воинов по его ж е л а н и ю . 

14. У четырех кубиков грани окрашены в четыре разных 
цвета : к р а с н ы й , синий, з еленый и о р а н ж е в ы й . Р а з в е р т к и 
этих четырех кубиков в ы г л я д я т с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 
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3 с с о 3 3 о к 

к 

3 
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3 к к 0 3 к с 0 

с 0 

Написать программу, которая составляла бы из этих че
т ы р е х кубиков п р я м о у г о л ь н у ю призму , к а ж д а я боковая 
грань которой раскрашена во все четыре цвета без повторений. 

З А Д А Ч И П О В Ы Ш Е Н Н О Й С Л О Ж Н О С Т И 

1. Д а н а строка S и н а б о р Л слов Л ь Ак. Р а з б и т ь 
строку S на слова н а б о р а всеми в о з м о ж н ы м и способами. 

П р и м е р : S = ABBC 
АХ = А, Л 2 = Л В , А3 = ВС, А4 = ВВС, Л 5 = Я , Л 6 = В 
S = Л В ВС 
S = Л ВВС 
S =АВ ВС 
2. В н а п и с а н н о м в ы р а ж е н и и ((((1?2)?3)?4)?5)?б вме

сто к а ж д о г о з н а к а «?» в с т а в и т ь з н а к одной из 4 а р и ф 
метических о п е р а ц и й ( + , —, *, / ) т ак , чтобы р е з у л ь т а т 

вычислений р а в н я л с я 35 (при делении д р о б н а я часть 
в частном о т б р а с ы в а е т с я ) . Н а й т и все решения . 

3. Составить программу, которая печатает все различ
ные п р е д с т а в л е н и я числа N в виде в с е в о з м о ж н ы х сумм 
н а т у р а л ь н ы х чисел. П р е д с т а в л е н и я числа, о т л и ч а ю щ и е 
ся только порядком с л а г а е м ы х , считаются о д и н а к о в ы м и . 

4. Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , о т в е ч а ю щ у ю на вопрос , мож
но ли из N данных прямоугольников П, р а з м е р о в (аь bt), 
i=l, N, с л о ж и т ь один большой прямоугольник П р а з 
мера (а , Ь). Н и ж н и й л е в ы й угол большого прямоугольни
ка имеет координату (0; 0), стороны п а р а л л е л ь н ы осям 
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координат ; м а л е н ь к и е прямоугольники м о ж н о поворачи
вать , но т а к , чтобы их стороны после поворота о с т а в а 
л и с ь п а р а л л е л ь н ы осям координат . П р и составлении 
П п р я м о у г о л ь н и к и П, могут быть использованы не все . 
П р я м о у г о л ь н и к и П, не п е р е к р ы в а ю т с я . 

О г р а н и ч е н и я : i V < 8 ; a, b, а„ bt—целые числа . 
Ответ в ы д а т ь в виде «да» — «нет», и в с л у ч а е « д а » 

необходимо в ы д а т ь д л я к а ж д о г о п р я м о у г о л ь н и к а П,-, 
о б р а з у ю щ е г о П, координату его левого нижнего и п р а в о 
го верхнего углов и его номер L 

5 . Игровой а в т о м а т состоит из нескольких изогнутых 
трубок , по ф о р м е похожих на перевернутую букву Y. 
Сверху у т р у б ы находится входное отверстие , а д в а 
выходных отверстия — снизу. Т р у б а м о ж е т находиться 
в одном из двух в о з м о ж н ы х состояний. Состояние 1 — 
это состояние, в котором з а к р ы т л е в ы й выход, Состояние 
О — з а к р ы т п р а в ы й выход. 

Ш а р и к и к л а д у т с я внутрь один за другим через вход
ное отверстие . В Состоянии 1 (рис . 33, а) ш а р и к п о к и д а е т 
т р у б у через н е з а б л о к и р о в а н н ы й п р а в ы й выход, при этом 
Состояние 1 а в т о м а т и ч е с к и и з м е н я е т с я на Состояние 
О ( (рис . 33, б) , п р а в ы й вход з а б л о к и р о в а н , л е в ы й — нет) . 
В Состоянии 0 все происходит наоборот . 



Рис. 34 

П у с т ь и г р а л ь н ы й а в т о м а т состоит из 8 Y-образных 
трубок , их в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е п о к а з а н о на рисунке 
34. Вы можете з а б р а с ы в а т ь ш а р и к и через Вход Л , Вход 
В или Вход С. Пусть, например , первый ш а р и к опускается 
через Вход Л. Он покидает т р у б у G{ через левый выход, 
и з м е н я я ее состояние с 0 на 1, поступает в G 6 и покидает 
а в т о м а т через л е в ы й выход G 6 ( и з м е н я я Состояние G 6 

с 0 на 1). Эту процедуру з а п и ш е м с л е д у ю щ и м образом : 

Л 

З а т е м з а б р о с и м ш а р и к через Вход Л (он находится 
в Состоянии 1). Ш а р и к покидает G{ через п р а в ы й выход, 
и з м е н я я Состояние 1 в Состояние 0, п о п а д а е т в G 4 , поки
д а е т G 4 через п р а в ы й выход, и з м е н я я Состояние 1 в Со
стояние 0, п о п а д а е т в G 7 , покидает а в т о м а т через левый 
выход (из меняя G 7 из Состояния 0 в Состояние 1). Все 
в ы ш е и з л о ж е н н ы е действия мы з а п и ш е м в виде: 

ЛЛ 
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Если мы опустим третий ш а р и к через Вход В, четвер
тый — через Вход С, то все действия з а п и ш у т с я следую
щим о б р а з о м : 

ААВС 

Необходимо: 
1) Ввести с к л а в и а т у р ы последовательность из 8 дво

ичных цифр (бит) , п о к а з ы в а ю щ и х соответственно н а ч а л ь 
ное Состояние G,— G 8 : 

Бит 7 6 5 4 3 2 l 0 

Вход G 8 G 7 G 6 G 5 G 4 G 3 G 2 G, 

Н а п р и м е р , последовательность 11001010 означает , что 
G 8 , G 7 , G 4 и G 2 находятся в Состоянии 1 (левый вход 
з а б л о к и р о в а н ) , тогда к а к G 6 , G 5 , G 3 и G ( находятся 
в Состоянии 0 ( п р а в ы й вход з а б л о к и р о в а н ) . 

2) Ввести с к л а в и а т у р ы вторую последовательность 
из 8 бит, п о к а з ы в а ю щ и х конечные Состояния G, — G 8 . 

3) Н а п е ч а т а т ь последовательность ходов А, В или С, 
у к а з ы в а ю щ у ю , к а к и м образом можно получить конечную 
позицию, з а б р а с ы в а я ш а р и к и через Входы А, В и С. 

6. П у с т ь слово — это последовательность от 1 до 
8 з а г л а в н ы х букв латинского а л ф а в и т а . 

З а д а е т с я множество слов A — [a[l], а [2], а [«]}, 
га<10. Из слов м н о ж е с т в а А с о с т а в л я е т с я текст — 
последовательность слов, з а п и с а н н ы х друг за другом без 
пробелов . С л о в а могут встречаться в тексте произволь
ное число р а з . 

Д е ш и ф р о в к а текста — это р а з б и в к а текста на слова 
м н о ж е с т в а А. В д е ш и ф р о в а н н о м тексте слова р а з д е л я 
ются п р о б е л а м и . 

Необходимо: 
1) О п р е д е л и т ь , существует ли д л я з а д а н н о г о м н о ж е 

ства А т акой текст , который д е ш и ф р у е т с я не единствен
ным о б р а з о м ( с а м текст приводить не надо) . 
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П р и м е р ы : 
а ) А={В, С} 
Л ю б о й текст д е ш и ф р у е т с я однозначно . 
б) Л ={В, ВС, С] 
С у щ е с т в у е т текст , который д е ш и ф р у е т с я д в у м я спо

собами: 
Текст ->- Д е ш и ф р о в к а 
ВВС -у в в с 
ВВС -»- В ВС 
2 ) Если такой текст существует , то исключить из 

м н о ж е с т в а А м и н и м а л ь н о е число слов та к, чтобы после 
этого любой текст , с о с т а в л е н н ы й из слов полученного 
м н о ж е с т в а А, д е ш и ф р о в а л с я однозначно . Н а п е ч а т а т ь эти 
исключенные слова . Если т а к о й набор не единственный, 
то н а п е ч а т а т ь все н а б о р ы . 

3) Д л я введенного текста произвести его д е ш и ф р о в к у 
и, если д е ш и ф р о в к а не е д и н с т в е н н а я , вывести все ва 
р и а н т ы . 

П р и м е ч а н и е . Порядок выполнения пунктов строго фикси
рован. 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО Р Е Ш Е Н И Я 

1. Во в р е м я поездки на поезде девочка з а м е н и л а 
в н а з в а н и и поезда к а ж д у ю букву ее номером в русском 
а л ф а в и т е и получила з а п и с ь из единиц и двоек 
« 2 1 1 2 2 1 — 2 1 2 2 1 » . О п р е д е л и т ь , о т к у д а и куда идет поезд. 

2 . Д а н н ы е N косточек домино по п р а в и л а м игры 
в ы к л а д ы в а ю т с я в п р я м у ю цепочку, н а ч и н а я с косточки, 
в ы б р а н н о й произвольно , в оба конца до тех пор, пока это 
в о з м о ж н о . Построить а л г о р и т м , п о з в о л я ю щ и й опреде
л и т ь т а к о й в а р и а н т в ы к л а д ы в а н и я з а д а н н ы х косточек, 
при котором к моменту, когда цепочка не м о ж е т быть 
п р о д о л ж е н а , «на р у к а х » останется м а к с и м а л ь н о е число 
очков. 

3 . В к л е т к а х т а б л и ц ы р а с с т а в л е н ы числа . Р а с с т а в и т ь 
в этих к л е т к а х К ф е р з е й так , чтобы они д р у г д р у г а не 
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били и чтобы сумма чисел, ими з а к р ы в а е м ы х , б ы л а 
м а к с и м а л ь н о й . 

4 . Вводится строка не более чем из 6 ц и ф р и некото
рое целое число R. Р а с с т а в и т ь з н а к и а р и ф м е т и ч е с к и х 
о п е р а ц и й + , —, * , / (деление есть деление н а ц е л о , 

т. е. 1 1 / 3 = 3) и о т к р ы в а ю щ и е и з а к р ы в а ю щ и е к р у г л ы е 
скобки так , чтобы получить в р е з у л ь т а т е вычисления 
число R. Л и ш н и е к р у г л ы е скобки ошибкой не я в л я ю т с я . 

Н а п р и м е р : С т р о к а 502597, / ? = 120: 

( (5 + 0 ) * ( 2 5 - ( 9 / 7 ) ) ) = 120. 

5. П е р е ч и с л и т ь все р а с с т а н о в к и скобок в произведе 
нии га сомножителей . П о р я д о к с о м н о ж и т е л е й не меня
ется , скобки полностью о п р е д е л я ю т порядок действий . 
( Н а п р и м е р , д л я га = 4 есть 5 р а с с т а н о в о к : 

{(ab)c)d, (a(bc))d, {ab){cd\ a({bc)d), a{b(cd)).) 

6. Составить п р о г р а м м у , к о т о р а я п е ч а т а е т все р а з 
л и ч н ы е п р е д с т а в л е н и я числа N в виде в с е в о з м о ж н ы х 
сумм К н а т у р а л ь н ы х чисел (1 <iK<N). П р е д с т а в л е н и я 
ч и с л а , о т л и ч а ю щ и е с я только п о р я д к о м с л а г а е м ы х , счи
т а ю т с я одинаковыми . 

7. Составить п р о г р а м м у , к о т о р а я п е ч а т а е т все р а з 
л и ч н ы е п р е д с т а в л е н и я числа N в виде в с е в о з м о ж н ы х 
произведений К н а т у р а л ь н ы х чисел (N, К — вводятся , 
KK<.N). Если К = 0, то в ы д а т ь все в о з м о ж н ы е про
изведения . П р е д с т а в л е н и я числа , о т л и ч а ю щ и е с я только 
п о р я д к о м сомножителей , считаются о д и н а к о в ы м и . 

8. В некоей детской книге с т р а н и ц ы р а з д е л е н ы на 
т р и части , причем к а ж д у ю часть м о ж н о п е р е л и с т ы в а т ь 
отдельно . Н а к а ж д о й с т р а н и ц е т р е х с л о ж н ы е имена зве 
рей р а с п о л о ж е н ы так , что к а ж д ы й слог находится на 
одной части с т р а н и ц ы ; н а п р и м е р , слоги стоят т а к : Е-1е-
fan t , kro-ko-di l , k a n - g u - r u h . П о с л е п е р е л и с т ы в а н и я одной 
части с т р а н и ц ы в о з м о ж н ы совмещения : Kro-ko-fan t , k a n -
le-di l . 

Н а п и с а т ь п р о г р а м м у : 
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а) с помощью которой т р е х с л о ж н ы е имена зверей 
м о ж н о будет д о б а в л я т ь в книгу; 

б) к о т о р а я находит и протоколирует , к а к можно пе
р е л и с т ы в а т ь книгу, чтобы найти путь от одного 
данного имени животного к другому; 

в) к о т о р а я , р е ш и в пункт б) , находит несколько спо
собов п е р е л и с т ы в а н и я . 

9. Если кто-то захочет р а з в е с т и в а к в а р и у м е экзоти
ческих р ы б , то он не с м о ж е т обойтись без совета экспер
та . П р и покупке следует иметь в виду, что не к а ж д ы й 
вид р ы б у ж и в а е т с я с д р у г и м видом и, конечно, рыбы 
несовместимых видов не д о л ж н ы ж и т ь вместе в а к в а р и у 
ме и бороться или д а ж е п о е д а т ь д р у г д р у г а . 

Необходимо н а п и с а т ь п р о г р а м м у , которая з а п р а ш и 
вает : 

а ) сумму , которой р а с п о р я ж а ю т с я при покупке рыб; 
б) и м е ю щ и е с я виды р ы б с ц е н а м и за штуку ; 
в) виды р ы б , не п е р е н о с я щ и е д р у г д р у г а . 
П о к у п а т е л ю д о л ж е н быть в ы п и с а н чек на м а к с и м а л ь 

но в о з м о ж н у ю сумму, с перечислением видов рыб , кото
р ы е могут у ж и в а т ь с я д р у г с д р у г о м . 

10. Д ы р о к о л пробивает на длинной полосе бумаги по 
д в а о д и н а к о в ы х отверстия з а одно н а ж а т и е его р ы ч а г а 
и после нескольких н а ж а т и й получается следующее со
стояние б у м а г и . 

О о о о о о о о о о о о 

л п л п л п л л п п л п 

Б у к в ы Л и П под лентой о б о з н а ч а ю т соответственно 
левое и п р а в о е отверстия д ы р о к о л а . 

П о известным к о о р д и н а т а м отверстий на полосе опре
д е л и т ь в о з м о ж н у ю ширину м е ж д у отверстиями дыро
кола . 

11. В билете п а с с а ж и р а о к а з а л о с ь пробито отверстий 
больше, чем штырей в компостере . П а с с а ж и р у т в е р ж 
д а л , что п о л ь з о в а л с я только одним компостером, но 
с л у ч а й н о н а ж а л на него несколько р а з . Контролеру 
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т р е б у е т с я определить , могло ли б ы т ь получено з а д а н н о е 
р а с п о л о ж е н и е отверстий одним и тем ж е компостером, 
если билет м о ж н о п р о б и в а т ь с обеих сторон неограни
ченное число р а з и произвольно п е р е м е щ а т ь и поворачи
в а т ь относительно компостера . П р о б и т ы е отверстия не 
выходят за п р е д е л ы б и л е т а . В билете было пробито 
N(N<.10) отверстий . 

1 ) Д л я компостера с д в у м я ш т ы р я м и ( S = 2) соста
вить п р о г р а м м у , которая : 

а ) определяет , можно ли получить з а д а н н ы м ком
постером требуемое р а с п о л о ж е н и е отверстий в би
лете (если это возможно , то и з о б р а ж а е т вид биле
та после к а ж д о г о н а ж а т и я компостера , в против
ном с л у ч а е выводит соответствующее сообщение) ; 

б) о п р е д е л я е т количество К р а з л и ч н ы х компостеров , 
к а ж д ы м из которых м о ж н о пробить з а д а н н у ю кон
ф и г у р а ц и ю ; 

в) при К==0 находит компостер , с помощью которого 
можно пробить н а и б о л ь ш е е количество из з а д а н 
ных отверстий; 

г) находит м и н и м а л ь н о е число н а ж а т и й , т р е б у е м о е 
д л я пробивки з а д а н н о й к о н ф и г у р а ц и и отверстий , 
д л я к а ж д о г о компостера из п. б). 

2) Р е ш и т ь з а д а ч у 1) д л я компостеров с числом 
ш т ы р е й S ( S > 2 ) . 

П р и м е ч а н и я . 
1. Все исходные данные — натуральные числа. 
2. Компостеры, дающие при однократном нажатии совпадающие 

конфигурации отверстий, считаются одинаковыми. 
3. Относительное расположение отверстий в билете и штырей 

в компостере вводится либо с клавиатуры, либо из файла с именем 
COMP.DAT. Структура вводимой информации: 

у[1], x[N], y[N], S, и[II о[1], u[S], v[S}}, 
где x[i], y[i]—координаты отверстий в билете, u[i], v[i\—координа
ты штырей в компостере. 

4. Нажатие компостера моделировать клавишей «Пробел». 
5. При выводе конфигурации на экран изображать координатную 

сетку. При этом программа должна осуществлять подходящее масшта
бирование. 
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12. О д н и м из с т а н д а р т н ы х методов к о д и р о в а н и я ин
ф о р м а ц и и когда-то был с л е д у ю щ и й : текст ( д л и н ы /) з а 
п и с ы в а л с я по с т р о к а м слева н а п р а в о сверху вниз в пря
моугольнике р а з м е р а mXn(m'n^l), д о п о л н я я с ь , по не
обходимости, п р о б е л а м и ; после этого текст из прямо
угольника в ы п и с ы в а л с я по с т о л б ц а м и получалось 
ш и ф р о в а н н о е сообщение . 

Н а п р и м е р , исходный текст «I t is a n ice w e a t h e r 
t o d a y » (m = 5, « = 6): 

1 2 3 4 5 6 

1 I t — i s — 

2 a — n 1 с e 

3 — w e a t h 

4 e г — t 0 d 

5 a У — — — — 

Ш и ф р о в а н н ы й текст : « I a e a t w r y n e i ia t sc to ehd» . 
Д а е т с я ш и ф р о в а н н ы й текст д л и н ы s, состоящий из 

букв и пробелов , и известно, что в исходном тексте есть, 
по крайней мере , одно из слов н а б о р а а0, ak, fe^lO. 
Под словом в тексте п о н и м а е т с я последовательность 
символов , не с о д е р ж а щ а я пробелов , и о к р у ж е н н а я про
б е л а м и , за исключением с л у ч а е в , когда слово стоит 
в н а ч а л е л и б о в конце текста ( тогда ему м о ж е т не пред
ш е с т в о в а т ь или за ним м о ж е т не следовать ) " один или 
несколько пробелов . Д е ш и ф р о в а т ь текст. 

13. « Ц а р е в н а » . В одной из клеток поля р а з м е р а 
я Х и ( л > 1 ) Кощей Б е с с м е р т н ы й с п р я т а л М а р ь ю Ц а р е в 
ну, с о з д а в е щ е неизвестное число т ( 1 < ш < п 2 ) ее двой
ников в р а з л и ч н ы х свободных к л е т к а х . И ц а р е в н а , и ее 
двойники одинаково н а д е ж н о у к р ы т ы и невидимы. 

О т п р а в и в ш и й с я на поиски ц а р е в н ы И в а н у ш к а - д у р а 
чок попросил у б л а г о в о л я щ е й к нему щуки д а т ч и к 

270 



биосигналов . Известно , что и М а р ь я Ц а р е в н а и ее двой
ники и с п у с к а ю т н е з а т у х а ю щ и е н а п р а в л е н н ы е биолучи, 
р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я п а р а л л е л ь н о сторонам и д и а г о н а 
л я м поля . 

И в а н у ш к а - д у р а ч о к т а к ж е з н а е т , что интенсивность 
биолуча М а р ь и Ц а р е в н ы в т р а з в ы ш е интенсивности 
биолучей двойников . И в а н у ш к а м о ж е т установить свой 
д а т ч и к в л ю б у ю клетку поля и получить величину сум
м а р н о й интенсивности биолучей, п р и х о д я щ и х в клетку . 

Помогите И в а н у ш к е о п р е д е л и т ь местонахождение на 
с т о я щ е й ц а р е в н ы . 

14. К Ш т и р л и ц у п о п а л а з а к о д и р о в а н н а я з а п и с к а Б о р 
м а н а : 

15, 16, 16, 16, 16, 4, 5, 8, 3 1 , 25 , 20, 2, 19, 18. 

Ш т и р л и ц з н а л , что Б о р м а н пишет по-русски, исполь
зуя обычную н у м е р а ц и ю букв в русском а л ф а в и т е от 
1 до 33 . П р о б е л м е ж д у с л о в а м и он о б о з н а ч а е т номером 
0. Т а к ж е он з н а л , что Б о р м а н кодирует свои сообщения , 
д о б а в л я я к номеру к а ж д о й буквы число х = па-\-Ь, где 
п — п о р я д к о в ы й номер этой буквы в сообщении, а и Ь — 
к о н с т а н т ы , известные только Б о р м а н у . Если р е з у л ь т а т 
о к а з ы в а е т с я б о л ь ш е 33 , то из него в ы ч и т а е т с я 34. К р о м е 
того, Б о р м а н ни в одном сообщении не обходится без 
местоимения «Я». Р а с ш и ф р у й т е з а п и с к у . 

15. Н а доске р а з м е р а 3 X 3 п р о и з в о л ь н ы м о б р а з о м 
р а с с т а в л е н ы ф и ш к и , з а н у м е р о в а н н ы е от 1 до 7. З а один 
ход м о ж н о передвинуть ф и ш к у на свободное соседнее 
поле по горизонтали или по в е р т и к а л и . Н а п и с а т ь про
г р а м м у , п р и в о д я щ у ю фишки в конечную позицию: 

1 2 со
 

4 5 6 

7 
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16. Н а оси Ох б ы л и з а д а н ы N точек с целочисленны
ми к о о р д и н а т а м и . Н е к о т о р ы е точки могут иметь одина
ковые координаты. Б ы л и измерены и з а п и с а н ы всевоз
м о ж н ы е р а с с т о я н и я м е ж д у этими т о ч к а м и . Р а с с т о я н и е 
м е ж д у д в у м я точками мы х р а н и м только один р а з , 
расстояние от точки до нее самой ( р а в н о е 0) не хранится , 
поэтому расстояний всего N(N —\)/2. 

Необходимо по введенной последовательности из 
N (N—1)/2 расстояний найти одно из в о з м о ж н ы х р а с п о 
л о ж е н и й точек на п р я м о й или у к а з а т ь , что такого не 
существует . 

17. Д а н ы 4 слова . Д л и н а к а ж д о г о слова не более 
12 символов . Н а п и с а т ь п р о г р а м м у , п р о в е р я ю щ у ю , м о ж н о 
ли из данных слов составить кроссворд при условии, что 
к а ж д о е слово п е р е с е к а е т с я с д в у м я другими и р а с п о л а 
гается сверху вниз или слева н а п р а в о . Сетка не 
о б я з а т е л ь н о симметрична . Р е з у л ь т а т вывести на э к р а н 
в виде кроссворда . 

В в о д : вводятся 4 слова , по одному в строке . 
В ы в о д : на э к р а н выводится один из в а р и а н т о в 

кроссворда или слово " Н е л ь з я " . 
П р и м е р : 

18. Н а п е ч а т а т ь все последовательности из k положи
тельных целых чисел, у которых i-й член не превосхо
дит i. 

19. Построить все о т о б р а ж е н и я м н о ж е с т в а {1, k) 
в {1, «} ( п р е д п о л а г а е т с я , что k^ln), т а к и е , что ни 
один элемент не переходит с а м в себя . П о р о ж д е н и е 
очередного элемента д о л ж н о т р е б о в а т ь п о р я д к а k дей
ствий. 

Ввод: 
А Л Ь Ф А 
А С Т Р А 
Ф А К И Р 
А В А Р И Я 

Вывод: 
А Л Ь Ф А 
С А 
Т К 
Р И 
А В А Р И Я 
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20. Н а п е ч а т а т ь все перестановки чисел I, 2, п т ак , 
чтобы к а ж д а я с л е д у ю щ а я п о л у ч а л а с ь из п р е д ы д у щ е й 
перестановкой ( т р а н с п о з и ц и е й ) двух соседних чисел. Н а 
п р и м е р , при я = 3 допустим такой порядок: 

3. 2 1 - ^ - 2 3 . 1 - ^ 2 . 1 3 + 1 2 . 3 + 1 . 3 2 + 3 1 2 

( м е ж д у п е р е с т а в л я е м ы м и ч и с л а м и вставлены точки) . 
2 1 . Э л е м е н т а м и последовательности длины 2п могут 

б ы т ь числа 1 или — 1 . С у м м а всех элементов последова 
тельности р а в н а нулю. П е р е ч и с л и т ь все т а к и е последова
тельности , у которых сумма любого начального о т р е з к а 
п о л о ж и т е л ь н а (т. е. число минус единиц в нем не превос
ходит числа единиц) . 

22. Н а о к р у ж н о с т и з а д а н о 2п точек, п р о н у м е р о в а н 
ных от 1 до 2гг. П е р е ч и с л и т ь все способы проведения 
п н е п е р е с е к а ю щ и х с я хорд с в е р ш и н а м и в этих точках . 

23 . П е р е ч и с л и т ь все последовательности из п нулей, 
единиц и двоек, в которых н и к а к а я группа цифр не 
повторяется д в а р а з а п о д р я д (нет куска вида XX). 

24. Есть N карточек . Н а к а ж д о й из них ч е р н ы м и 
ч е р н и л а м и н а п и с а н ее у н и к а л ь н ы й номер — число от 
1 д о N. Т а к ж е на к а ж д о й карточке к р а с н ы м и ч е р н и л а м и 
н а п и с а н о еще одно целое число, л е ж а щ е е в п р о м е ж у т к е 
от 1 до N (некоторыми о д и н а к о в ы м и « к р а с н ы м и » числа 
ми могут помечаться несколько карточек ) . 

Н а п р и м е р , iV = 5; 5 карточек помечены с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м : 

«Черное» число 1 2 

СО 4 5 

«Красное» число 3 

со 2 4 2 

Необходимо в ы б р а т ь из д а н н ы х N карточек м а к с и 
м а л ь н о е число карточек т а к и м о б р а з о м , чтобы м н о ж е 
ства «красных» и «черных» чисел на них с о в п а д а л и . 

Д л я рассмотренного п р и м е р а это будут к а р т о ч к и 
с «черными» н о м е р а м и 2, 3 , 4 ( м н о ж е с т в о к р а с н ы х 
номеров , к а к и требуется в з а д а ч е , то ж е — {2, 3, 4}). 

10 Информатика, 8—9 кл.) 273 



ввод 
< N = > N , N < 5 0 
< " Ч е р н ы й " номер 1, " к р а с н ы й " — > " к р а с н о е " _ ч и с -

л о _ 1 

< С " Ч е р н ы й " номер N, " к р а с н ы й " — > " к р а с н о е " чис-
ло__Н 

В Ы В О Д : 
< В выбранном- м н о ж е с т в е э л е м е н т о в > к о л и ч е с т в о _ _ э л е -
ментов S 

< " Ч е р н ы е " номера в ы б р а н н ы х к а р т о ч е к > а 1 , a S 
25 . «Тетрамино» . Д а н о поле р а з м е р а 6 X 6 клеток. 

Клетки п р о н у м е р о в а н ы от 1 до 36 слева н а п р а в о 
и сверху вниз ( к а к при письме) . 

Ровно ч е т ы р е клетки из них з а к р а ш е н ы . Н а п и с а т ь 
п р о г р а м м у , к о т о р а я д л я введенных номеров з а к р а ш е н 
ных клеток выясняет , о б р а з у ю т л и они к а к у ю - л и б о фигу
ру т е т р а м и н о (эти ф и г у р ы могут быть повернуты) : 

1 2 3 4 5 6 7 

Если введенный номер меньше 1 или б о л ь ш е 36, или 
какой-то номер введен повторно, то вывести сообщение 
" О ш и б к а " . 

Если з а к р а ш е н н ы е клетки о б р а з у ю т фигуру т е т р а м и 
но, вывести номер этого т е т р а м и н о , в противном с л у ч а е 
в ы д а т ь сообщение: " Н е т е т р а м и н о " . 

П у с т ь з а к р а ш е н ы N клеток . Ч и с л о N и номера этих 
клеток вводятся . О п р е д е л и т ь , м о ж н о ли р а з б и т ь з а к р а 
шенную о б л а с т ь на ф и г у р ы т е т р а м и н о . Ф и г у р ы не могут 
п е р е с е к а т ь с я , и объединение этих ф и г у р полностью сов
п а д а е т с з а к р а ш е н н о й о б л а с т ь ю . 

В ы д а т ь сообщение " М о ж н о р а з б и т ь " или " Н е л ь з я 
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р а з б и т ь " . В случае , если р а з б и в к а в о з м о ж н а , в ы д а т ь 
к а к у ю - н и б у д ь р а з б и в к у в виде: 

Номер ф и г у р ы . Н о м е р а о б р а з у ю щ и х ее клеток. 

Номер ф и г у р ы . Н о м е р а о б р а з у ю щ и х ее клеток . 
26. И м е е т с я N (N<Z7) дисков одинаковой т о л щ и н ы 

с р а д и у с а м и г,, гп. Эти диски у п а к о в ы в а ю т с я в ко
робку т а к и м о б р а з о м , что к а ж д ы й из них стоит ребром 
на дне коробки и все диски находятся в одной плоскости . 

Н а й т и м и н и м а л ь н у ю длину коробки, в которую все 
они могут быть у п а к о в а н ы , и у к а з а т ь порядок одной из 
в о з м о ж н ы х упаковок . 

Вход: 
< 1-я строка >N 
< 2 - я с т р о к а > г у г 2 . . . r N 

Выход: 
М и н и м а л ь н а я д л и н а : число 
В о з м о ж н ы й порядок: порядок 
П р и м е р : 
3 
2 . 0 2 . 0 1 . 0 
М и н и м а л ь н а я д л и н а : 9.65685 
В о з м о ж н ы й порядок : 1 3 2 

У К А З А Н И Я К Р Е Ш Е Н И Ю З А Д А Ч 
П О В Ы Ш Е Н Н О Й с л о ж н о с т и 

1. Эта з а д а ч а р е а л и з у е т с я с л е д у ю щ и м р е к у р с и в н ы м 
а л г о р и т м о м поиска с в о з в р а щ е н и е м (все слова н а б о р а 
Л упорядочены по номерам) . 

а ) Если строка п у с т а я , то одна из в о з м о ж н ы х де
ш и ф р о в о к н а й д е н а , иначе — при р а з б о р е текста 
мы п р о в е р я е м Л,- (при изменении i от 1 до п) на 
вхождение в н а ч а л о д е ш и ф р у е м о й в д а н н ы й мо
мент строки . 

б) Если какое -то Л,- входит в строку к а к п р е ф и к с , то 
з а п о м и н а е м номер i этого слова , з а т е м в ы д е л я е м 
слово из строки, а с остатком текста производим 
о п е р а ц и ю р а з б о р а по пункту а) . 

275 



Если ни одно из Л, не входит в качестве п р и с т а в к и 
в д е ш и ф р у е м у ю сейчас строку , то о с у щ е с т в л я е м в о з в р а т 
на пункт а) , п р е д в а р и т е л ь н о д о б а в л я я в н а ч а л о строки 
последнее у д а л е н н о е оттуда слово, и п ы т а е м с я в ы д е л и т ь 
из текста слово с большим номеров в А. Если в о з в р а т 
осуществить невозможно ( т а к к а к мы находимся в нача 
л е исходной строки) , то алгоритм з а к а н ч и в а е т свою 
работу . Все в о з м о ж н ы е д е ш и ф р о в к и н а й д е н ы . 

2. Всего может быть 4 а р и ф м е т и ч е с к и х операции ( + , 
—, * , / ) . З а н у м е р у е м их от 0 до 3 . Вместо к а ж д о г о из 
пяти з н а к о в «?» м о ж е т стоять один из з н а к о в о п е р а ц и и . 
З а в е д е м массив Л из 5 целых чисел, в г-м э л е м е н т е 
м а с с и в а будет храниться код соответствующей i-му зна
ку «?» о п е р а ц и и , т. е. число от 0 до 3 . Н а ч а л ь н а я конфи
г у р а ц и я — все элементы м а с с и в а нулевые , конечная — 
все они р а в н ы 3. Г е н е р а ц и я очередной к о н ф и г у р а ц и и 
з н а к о в р а в н о с и л ь н а п р и б а в л е н и ю единицы в четверич
ной системе счисления , в которой р а з р е ш а е т с я пользо
ваться только ц и ф р а м и от 0 до 3 . Т а к а я г е н е р а ц и я 
описана в а л г о р и т м е (5.3). 

3. П р е д л о ж и м простой способ построения всех р а з б и 
ений числа на с л а г а е м ы е . Р а з б и е н и я будут строиться 
в порядке , о б р а т н о м л е к с и к о г р а ф и ч е с к о м у . Очевидно , 
что первым р а з б и е н и е м в т а к о м п о р я д к е будет р а з б и е 
ние, с о д е р ж а щ е е одно с л а г а е м о е , р а в н о е N, а послед
ним — р а з б и е н и е из N с л а г а е м ы х , р а в н ы х 1. 

К а к в ы г л я д и т р а з б и е н и е , с л е д у ю щ е е непосредственно 
за р а з б и е н и е м 

л = с, + . . . + ск? 

Б у д е м и с к а т ь р а з б и е н и е , которое имеет самое большое 
число н а ч а л ь н ы х с л а г а е м ы х , р а в н ы х н а ч а л ь н ы м с л а г а е 
мым данного р а з б и е н и я (обозначим эти с л а г а е м ы е аь 

а ( _ ! ) и о с т а в ш и е с я с л а г а е м ы е которого о п р е д е л я ю т с я 
р а з б и е н и е м , непосредственно с л е д у ю щ и м за разбиением 

s = at + a i + l + ...+ak. 
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Л е г к о видеть , что эти условия однозначно о п р е д е л я 
ют значение / : 

t = max { i : a ; > 1}. 

Таким о б р а з о м , з а д а ч а с в е л а с ь к нахождению р а з б и 
ения, непосредственно следующего за разбиением 

s = a t + l + ... + 1, 

где а , - > 1 , а количество единиц равно k — /. Т а к и м р а з б и 
ением я в л я е т с я р а з б и е н и е 

Si = p + P + --- +P + (s mod р), 

где p = at— 1. 
4. К а ж д ы й П, можно положить либо горизонтально , 

л и б о в е р т и к а л ь н о . Б у д е м з а п о л н я т ь П от нижнего левого 
угла . 

На к а ж д о м шаге : 
1 ) и с к а т ь в у ж е заполненной ф и г у р е " н и ш у " с мини

м а л ь н ы м и к о о р д и н а т а м и левого нижнего у г л а ; 
2) д л я к а ж д о г о из еще не использованных II, 

повторять 
б р а т ь очередной П; и п ы т а т ь с я в с т а в и т ь в 
' н и ш у " 

если удалось , и мы не в ы ш л и за пределы П, 
то 

пометить II,- к а к использованный и на шаг 1 
s c r a t c h : 

пометить II, к а к неиспользованный 
конец то 

конец д л я 
если использовали все П„ то печать р е з у л ь т а т а . 
Стоп 
если не использован ни один П ; , 
то решения нет 
иначе в о з в р а т на s c r a t c h . 
5. Во всех у з л а х ( т р у б к а х ) схемы мы д о л ж н ы полу

чить состояние G'. П е р в о н а ч а л ь н о установим Gh G2 и G 3 
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iG4 

C6 C7 

Рис. 35 

в G[, G2 и G'5, в б р а с ы в а я , по необхо
димости , ш а р и к и через входы Л, 
В та С соответственно. Д л я того чтобы 
G,, G 2 и G 3 о с т а в а л и с ь в состоянии G\, 
G'2 и О'з, необходимо, чтобы через 
к а ж д ы й из входов з а б р а с ы в а л о с ь 
л и ш ь четное число ш а р и к о в . 

Если п р о с л е д и т ь з а ш а р и к а м и , з а 
б р о ш е н н ы м и в игровой а в т о м а т , то 
мы м о ж е м з а м е т и т ь , что р е з у л ь т а т 
хода, н а п р и м е р , ABC а н а л о г и ч е н ре
з у л ь т а т у хода ВСА, т. е. от порядка 
з а б р а с ы в а н и я р е з у л ь т а т не зависит . 

Р а с с м о т р и м у з л ы , состояние кото
рых м о ж е т м е н я т ь с я при з а б р а с ы в а 
нии ш а р и к о в через вход Л , т а к к а к 

при в ы б р а н н о й методике з а б р а с ы в а н и я только четного 
числа ш а р и к о в (рис . 35) через входы всегда G, = G\, то 
состояний G 6 G 4 G 7 м о ж е т быть л и ш ь 2 3 = 8, от ООО до 
111. Если мы будем з а б р а с ы в а т ь через Л п а р ы ш а р и к о в , 
то при з а б р а с ы в а н и и серии м а к с и м у м из 8 п а р ш а р и к о в 
какое-то состояние G 6 G 4 G 7 д о л ж н о о б я з а т е л ь н о повто
риться на п р о т я ж е н и и серии. Д а л е е состояния будут 
циклически повторяться , и с л у ч а й с з а б р а с ы в а н и е м бо
л е е 8 п а р ш а р и к о в сводится к с л у ч а ю с количеством п а р , 
не превосходящим 8. 

Аналогично д л я з а б р а с ы в а н и я ш а р и к о в через В мы 
получаем серию из не более чем 2 5 = 32 п а р ш а р и к о в , на 
п р о т я ж е н и и которой будут у с т а н о в л е н ы все в о з м о ж н ы е 
состояния G 4 , G 5 , G 6 , G 7 , G 8 , а д л я входа С с ерия , к а к 
и д л я Л , будет иметь д л и н у не более 8 п а р . 

П е р е б и р а я все в о з м о ж н ы е к о м б и н а ц и и А2х, В2у, С2г 

з а б р а с ы в а н и я ш а р и к о в (тут А2х о б о з н а ч а е т серию из 2х 
з а б р а с ы в а н и й ш а р и к о в через вход Л , О ^ х , у ^ 8 , 0 < ! 
^ 2 ^ 3 2 ) , получаем л и б о к о м б и н а ц и ю — решение з а д а 
чи, либо о п р е д е л я е м отсутствие р е ш е н и я . 

6. Один из в о з м о ж н ы х а л г о р и т м о в р е ш е н и я з а д а ч и 
такой : 
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cUl c[3] cYml 

Рис. 36 

1) П р е д п о л о ж и м , что существует текст , д е ш и ф р о в к а 
которого неоднозначна , следовательно , существует и 
текст м и н и м а л ь н о й д л и н ы , для которого в о з м о ж н ы по 
меньшей мере две р а з б и в к и 

на слова м н о ж е с т в а А. П р е д с т а в л я я текст в виде отрез 
ка DE, эти р а з б и в к и мы м о ж е м и з о б р а з и т ь , к а к на ри
сунке 36. 

И з того, что текст минимальной д л и н ы , следует , что 
концы слов в р а з н ы х р а з б и в к а х не могут л е ж а т ь на 
одной в е р т и к а л и ( к р о м е конца текста ) . Т а к к а к Л [ 1J 
=т^с[1], то одно из кодовых слов ( н а п р и м е р , Ь[\\) д о л ж н о 
входить в другое в качестве п р е ф и к с а и п р е д с т а в л я т ь с я 
в виде с [l] = b [1] р [1], где р [1] — о с т а в ш а я с я часть сло
ва ( суффикс ) . Д а л е е , либо р[1] входит в Ь [2] ( Ь [2] = 
= р[\]р[2]), либо Ь[2] входит в p[l] {р [1] = b [2] р [1]) 
в качестве п р е ф и к с а . О п р е д е л я е м новый с у ф ф и к с р [2]. 
П р о д о л ж а я в ы д е л я т ь п р е ф и к с ы и с у ф ф и к с ы , п о л у ч а е м , 
что на каком-то ш а г е р [/'] с о в п а д а е т с одним из кодовых 

Эти р а с с у ж д е н и я я в л я ю т с я основой следующего алго
р и т м а . 

Н а нулевом ш а г е возьмем все п а р ы (а [г]; а [/], 1Ф ] 
т а к и х кодовых слов , что одно из них есть п р е ф и к с друго 
го, и найдем все с у ф ф и к с ы р [О, Щ. 

Н а / м ш а г е д л я всех п а р (p[j— 1, k]; а [/]), где одно 
из слов я в л я е т с я префиксом другого , опять находим все 
с у ф ф и к с ы , и те из них, которые не п о я в л я л и с ь на п р е д ы 
д у щ и х ш а г а х а л г о р и т м а , обозначим р [j, к]. 

b[l]b [2]. ..Ь[к] = с[\]с [2]. ..с[т] 

слов . 
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Эти ш а г и повторяем л и б о до тех пор, пока какой-либо 
с у ф ф и к с не с о в п а д а е т с одним из кодовых слов (и тогда 
существует неоднозначно д е к о д и р у е м ы й текст) , либо по
ка на очередном ш а г е не появится ни одного нового 
с у ф ф и к с а (и тогда д л я любого текста существует единст
в е н н а я д е ш и ф р о в к а ) . 

Т а к к а к количество кодовых слов ограничено , то 
и суффиксов т а к ж е конечное число, и на каком-то ш а г е 
а л г о р и т м о б я з а т е л ь н о остановится . 

Этот алгоритм в п е р в о н а ч а л ь н о м в а р и а н т е п р и н а д л е 
ж и т А. С а р д и н а с у и Д ж . П а т т е р с о н у (Кибернетический 
сборник . Вып. 3. С. 93—102) . 

2) Если существует текст , который при использовании 
Л д е ш и ф р у е т с я неоднозначно, то н а ч и н а е м в ы б р а с ы в а т ь 
из А слова и их комбинации , п ы т а я с ь получить мно
ж е с т в о А' с м а к с и м а л ь н ы м числом слов такое , что все 
тексты, с о с т а в л е н н ы е из слов Л ' , д е ш и ф р у ю т с я одно
значно . 

С н а ч а л а из Л у д а л я е м i-e слово, i— 1, 2, п, и д е л а 
ем проверку по пункту 1). Если удалением одного слова 
из Л мы не получаем искомого множества Л ' , то тогда 
генерируем все сочетания по л — 2 слова из м н о ж е с т в а 
Л и д л я к а ж д о г о полученного м н о ж е с т в а д е л а е м провер
ку по пункту 1) и т. д. 

Воспользуемся а л г о р и т м о м (5.2) генерации сочетаний 
no i слов из множества Л. 

3) Этот пункт р е а л и з у е т с я с л е д у ю щ и м рекурсивным 
а л г о р и т м о м поиска с в о з в р а щ е н и е м (все слова массива 
Л упорядочены по н о м е р а м ) : 

а ) если строка пустая , то одна из возможных де
шифровок найдена , иначе при р а з б о р е текста мы 
п р о в е р я е м a[i] (при изменении г от 1 до п) на 
вхождение в н а ч а л о д е ш и ф р у е м о й в д а н н ы й мо
мент строки. 

б) если какое-то a[i] входит в строку к а к пре
фикс , то з а п о м и н а е м номер i этого слова , затем 
в ы д е л я е м слово из строки, а с остатком текста 
производим о п е р а ц и ю р а з б о р а по пункту а) . 
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Если ни одно из a[i] не входит в качестве п р е ф и к с а 
в д е ш и ф р у е м у ю сейчас строку, то о с у щ е с т в л я е м в о з в р а т 
на пункт а) , п р е д в а р и т е л ь н о д о б а в л я я в н а ч а л о строки 
последнее у д а л е н н о е оттуда слово, и п ы т а е м с я в ы д е л и т ь 
из текста слово с большим номером в А. Если в о з в р а т 
осуществить невозможно ( так к а к мы находимся в нача 
л е исходной строки) , то алгоритм з а к а н ч и в а е т свою 
работу . Все в о з м о ж н ы е д е ш и ф р о в к и найдены. 

З а д а ч а 1. Д о к а ж и т е с л е д у ю щ у ю теорему ( М а р 
ков А. А.): 

Д л я однозначности декодировки текста достаточно 
выполнения одного из двух следующих условий: 

1) не существует ни одной п а р ы кодовых слов (a[i], 
а [/])» » ' < > / ' , такой , что одно из этих слов есть 
п р е ф и к с другого . 

2) не существует ни одной пары кодовых слов (a[i], 
а [/])> ' < > Л такой , что одно из них есть с у ф ф и к с 
другого . 

З а д а ч а 2. Приведите пример такого м н о ж е с т в а 
кодовых слов, что для него не в ы п о л н я е т с я ни условие 1, 
ни условие 2 из з а д а ч и 1, а декодировка любого текста , 
составленного при помощи этих слов ,— о д н о з н а ч н а я . 



Приложения 

= у 2 - у 1 ; 
= х1-х2; (1.1) 
= -Х1*(у2-у1)+у1*(х2-х1); 

P:=false; 
if (хЗ-х1 )*(у2-у1 )-(уЗ-у1 )*(х2-х1 )=0 then 

P:=true; (1.2) 

L:="no одну"; 
Z1 :=(хЗ-х1 )*(у2-у1 )-(уЗ-у1 )*(х2-х1); 
Z2:=(x4-x1 )*<у2-у1 )-(у4-у1 )*(х2-х1); 
if Z1*Z2<0 then 

L:="no разные"; (1.3) 

P : = t r u e ; 
Z1 :=(хЗ-х1)*(у2-у1 )-(уЗ-у 1 )*(x2-x1); 
Z2:=(x4-x1 )*(y2-y1 )-(y4-y1 )*(x2-x1); 
if Z1*Z2>0 then 

P:=false; (1.4) 
Z3:=(x1 -хЗ)*(у4-уЗ)-(у1 -y3)*(x4-x3); 
Z4:=(x2-x3)*(y4-y3)-(y2-y3)*(x4-x3); 
if Z3*Z4>0 then 

P:=false; 

A:=y2-y1; 
B:=x1-x2; 
C:=-x1 *(y2-y1 )+y1 *(x2-x1); (1.5) 
T:=SQRT(A*A+B*B); 
D:=ABS((A*x3+B*y3+C)/T); 

Ь:="Выпукль!Й" 
for i:=1 to n do 
begin 

j:=i mod n+1; 

k:=j mod n+1; 
m:=i-1; 
if i=1 then 



M : = N ; 

Z 1 : = ( X [ M ] - X [ I ] R ( Y U ] - Y [ I ] ) - ( Y [ M ] - Y [ I ] R ( X D ] - X [ I ] ) ; 
Z 2 : = ( X [ K ] - X [ I ] R ( Y U ] - Y [ I ] ) - ( Y [ K ] - Y [ I ] ) * ( X G ] - X [ I ] ) ; 
IF 2 1 * Z 2 < 0 THEN 

1 _ : = " Н Е В Ы П У К Л Ы Й " ; 

E N D ; 

P : = ( A + B + C ) / 2 
S : = S Q R T ( P * ( P - A R ( P - B ) * ( P - C ) ) ; 

Y M I N : = Y [ 1 ] ; 
FOR K : = 2 TO N D O 

IF Y M I N > Y[K] THEN 
Y M I N : = Y [ K ] ; 

FOR K : = 1 TO N + 1 DO 
Y 1 [ K ] : = Y [ K ] - Y M I N ; 

S : = 0 ; 
FOR K : = 1 TO N D O 

S : = S + { X [ I + 1 ] - X [ I ] ) * ( Y 1 [ I + 1 ] + Y 1 [ I ] ) ; 

S : = A B S ( S ) / 2 ; 

X M I N : = X [ 1 ] ; 
FOR K : = 2 TO N D O 

IF X M I N > X[K] THEN 
X M I N : = X [ K ] ; 

X : = X M I N - 1 ; 

Y :=Y [0 ] ; 
S : - 0 ; ( 1 . 9 ) 
FOR I : = 1 TO N D O X 

BEGIN 
Z 1 : = ( X [ I ] - X [ 0 ] R ( Y - Y [ 0 ] ) - ( Y [ I ] - Y [ 0 ] R ( X - x t 0 ] ) 
Z 2 : = ( X [ I + 1 ] - X [ 0 ] R ( Y - Y [ 0 ] ) - ( Y [ I + 1 ] - Y [ 0 ] ) * ( X - X [ 0 ] ) 
IF Z R Z 2 < 0 THEN 

S : = S + 1 ; 
E N D ; 
Ь : = " В Н У Т Р И " ; 
IF S M O D 2 = 0 THEN 

L :="BHe"; 
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P : = f a l s e ; 

f o r i :=1 t o N d o 

i f A [ i ] = X t h e n (2.1) 

P : = t r u e ; 

K : = 0 ; 

f o r i :=1 t o N d o 

if A [ i ] = X t h e n (2.2) 

K := i 

i : = 1 ; 

w h i l e ( i < = n ) a n d ( A [ i ] < > X ) (2.3) 

i := i+1 

A [ N + 1 ] : = X ; i : = 1 ; 

w h i l e ( A [ i ] < > X ) d o (2.4) 

i := i+1 

K : = 0 ; 

f o r i :=1 t o N d o 

i f A [ i ] = X t h e n 

b e g i n 

K : = K + 1 ; 

B [ K ] : = i ; (2.5) 

e n d 

m a x : = A [ 1 ] ; 

f o r i :=2 t o N d o 

i f A [ i ] > m a x t h e n (2.6) 

m a x : = A [ i ] ; 

m a x : = A [ 1 ] ; K : = 1 ; 

f o r i :=2 t o N d o 

i f A [ i ] > m a x t h e n (2.7) 

b e g i n 

r n a x : = A [ i ] ; 

K := i ; 

e n d ; 

f o r i :=1 t o N-1 d o 

b e g i n 



K : = I ; M A X : = A [ I ] ; 

FOR J : = I + 1 TO N D O 
(2.8) 

E N D ; 

A [ K ] : = A [ I ] ; A [ I ] : = M A X ; 
E N D ; 

FOR I : = 1 TO N - 1 DO 
FOR J : = 1 TO N - I D O 

IF A [ J ] < A [ J + 1 ] THEN 
BEGIN 

A [ J ] : = A D + 1 ] ; 
A [ J + 1 ] : = X ; 

E N D ; 

P :=TRUE; K : = N - 1 ; 
WHILE P=TRUE D O 
BEGIN 

P :=FALSE; R : = K ; 
FOR J : = 1 TO R D O 

IF A [ J ] < A [ J + 1 ] THEN 
BEGIN 

X : = A [ J ] ; ( 2 . Ю ) 

A [ J ] : = A D + 1 ] ; 
A [ J + 1 ] : = X ; 
P : = T R U E ; 
K : = J ; 

E N D ; 
E N D ; 

L = 1 ; R : = N ; P :=FALSE; 
WHILE ( L < = R ) AND (P=FALSE) D O 

BEGIN 

M : = ( R + L ) DIV 2 ; 

IF A [ M ] = X THEN 
P :=TRUE 

X : = A J J ] ; (2 .9) 
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e l s e 
if A[m]>X then (2.11) 

L:=m+1 
e lse 

R:=m-1; 
e n d ; 

L=1; R:=N; 
while (L<R) do 
begin 

m:=(R+L) div 2; 
if A[m]>X then 

L:=m+1 (2.12) 
e l s e 

R:=m; 
end; 
if a[R]=X then 

p:=true 
e l s e 

p:=false 

for i:=2 to n do 
begin 

r:=i; l:=1; 
while (l<r) do 
begin 

m:=(l+r) div 2; 
if a[m]>a[i] then 

l:=m+1 (2.13) 
e l se 

r :=m; 
end; 
k:=r; x:=a[i]; 
for j:=i d o w n t o k+1 do 

aD]:=aD-1]; 
a[k]:=x; 

end; 

Ai: = 1; Bi: = 1; Ci: = 1; 
while Ci< = N + M d o 



b e g i n 
if A [ A i ] > B [ B i ] t h e n 
b e g i n 

C [ C i ] : = A [ A i ] ; 

A i : = A i + 1 
e n d 
e l s e 
b e g i n 

C [ C i j : = B [ B i ] ; 
B i : = B i + 1 ; 

e n d ( 2 . 1 4 ) 
C i : = C i + 1 ; 

if ( A i > N ) a n d ( C i < > N + M ) t h e n 
f o r i: = B i t o M d o 
b e g i n 

C [ C i ] : = B [ i ] ; 
C i : = C i + 1 ; 

e n d ; 

if ( B i > M ) a n d ( C i < > N + M ) t h e n 
f o r i: = A i t o N d o 
b e g i n 

C [ C i J : = A [ i ] ; 
C i : = C i + 1 ; 

e n d ; 
e n d ; { w h i l e } 

if a m o d b = 0 t h e n 
р : = ' Д е л и т с я ' ( 3 - 1 ) 

e l s e 
p : = ' H e д е л и т с я ' ; 

р : = ' П р о с т о е ' ; 
B [ 1 ] : = 1 ; B [ 2 ] : = a ; 
К : = 2 ; 

f o r i : = 2 t o a - 1 d o 
if a m o d i = 0 t h e n ( 3 - 2 ) 
b e g i n 

K : = K + 1 ; 
B [ K ] : = i ; 
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р : = ' с о с т а в н о е ' ; 
e n d ; 

р : = ' п р о с т о е ' ; 
for i:=2 to t r u n c ( s q r t ( a ) ) + 1 d o 

if (a m o d i=0) a n d (i<a) t h e n ( 3 3 ) 
р : = ' с о с т а в н о е ' ; 

р : = ' п р о с т о е ' ; 
i:=2; 
whi le ( i<=t runc(sqr t (a ) )+1) a n d (a m o d i<>0) d o 

i :=i+1; (3.4) 
if (a m o d i=0) a n d (i<a) t h e n 

р : = ' с о с т а в н о е ' ; 

n :=(n+1) div 2; 
B[1]:=2; 
for i:=2 to n d o 

B[i]:= 2*i-1; 
j : = 2 ; 
whi le j<=n d o 
b e g i n 

' | : = J + B W ; (3.5) 
w h i l e i<=n d o 
b e g i n 

B[i]:=0; 
i :=i+B0]; 

e n d ; 
j : = j + 1 ; 
whi le (B[j3=0) a n d (j<=n ) d o 

j : = j + 1 ; 
e n d ; 

b[1] :=2; j : = 2 ; i :=3; 
wh i l e i<=n d o 
b e g i n ( 3 6 ) 

k : = 1 ; 
d : = t r u n c ( s q r t ( i ) ) + 1 ; 
wh i l e (b[k]<=d) a n d (i m o d b[k]<>0) a n d (k<j) d o 

k : = k + 1 ; 



if b[k]>d then 
begin 

b[j]:=i; 
j :=j+1; 

end; 
i:=i+2; 

end; 

k:=0; d:=2; 
while a>1 do 

if a mod d=0 then 
begin (3.7) 

k:=k+1; 
B[k]:=d; 
a:=a div d; 

end 
e lse 

if d=2 then 
d:=d+1 

e lse 
d:=d+2; 

while a<>b d o 
if a>b then 

a:=a-b (3.8) 
e lse 

b:=b-a; 
nod:=a; 

while (a<>0) and (b<>0) do 
if a>b then 

a:=a mod b 
e lse 

b:=b mod a; (3.9) 
if a=0 then 

nod:=b 
e lse 

nod:=a; 
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к:=0; 
while N>=1 do 
begin 

k:=k+1; 
B[kJ:=N mod 10; 
N:= N div 10; (3.10) 

end; 

k:=0; L:=N; 
while L>=1 do 
begin 

L:=L div 10; 
k:=k+1; 

end; 
m:=k; (3.11) 
while N>=1 do 
begin 

B[k]:=N mod 10; 
N:=N div 10; 
k:=k-1; 

end; 

a:=0; 
fori:=1 to N do (3.12) 

a:=a*10+B[i]; 

a:=0; r:=1; 
for i:=1 to N do 
begin (3.13) 

a:=a+B[i]*r; 
r:=r*10; 

end; 

k:=0; 
while N>=1 do 
begin 

k:=k+1; (3.14) 
B[k]:=N mod p; 
N:=N div p; 

end; 



s : = 0 ; г :=1 ; 
for i:=1 t o N d o 
b e g i n (3.15) 

s:=(s+B[i]*r) m o d m; 
r:=r*10 m o d m 

e n d ; 

if N>M t h e n 
K:=N 

e l s e 
K:=M; 

K:=K+1; 
for i:=1 t o К d o 

C[i] :=0; 
for i:=1 t o К d o 
b e g i n 

C[i]:=A[i]+B[i]+C[i]; 
if C [ i ] > = 1 0 t h e n (3.16) 
b e g i n 

C[i+1]:=C[i+1]+1; 
C[i]:=C[i] m o d 10; 

e n d ; 
e n d ; 
if C[K]=0 t h e n 

K:=K-1; 

for i:=1 t o N d o 
C[i]:=0; 

for i:=1 t o N d o 
b e g i n 

C[i]:=A[i]-B[i]; 
if C[i]<0 t h e n 
b e g i n (3.17) 

C[i]:=C[i]+10; 
C[i+1]:=C[i+1]-1; 

e n d ; 
e n d ; 
whi le C[N]=0 d o 

N:=N-1 ; 
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K:=M+N; 
for i:=1 to К d o 

C[i]:=0; 
for i:=1 to M d o 

for j:=1 to N d o 
C[i+j-1]:=Crj]*B[i]+C[i+j-1]; 

for i:=1 to к d o (3.18) 
beg in 

C[i+1]:=C[i+1]+C[i] div 10; 
C[i]:=C[i] m o d 10; 

e n d ; 
whi le C[k]=0 d o 

K:=K-1; 

S[0]:=0; 
fori :=1 to N d o ( 4 . 1 ) 

S[il:=S[i-1]+a[i]; 

S[0]:=1; 
a[0]:=1; 
for i от 1 to N d o (4- 2) 
beg in 

a[i]:=a[i-1]/x; 
S[i]:=S[i-1]+a[i]; 

e n d ; 

F[0]:=1; 
F[1]:=1; 

for i:=2 to N d o 
F[i]:=F[M]+F[i-2]; 

a:=1; 
b:=1; 
for i:=2 to N d o 
b e g i n 

c:=b+a; 
a:=b; 
b:=c; 

e n d ; 

(4. 3 ) 

(4. 4) 



Р[0]:=1; 
for i:=1 to N d o (4. 5) 

P[i]:=P[i-1]*a[i]; 

B[1,1]:=A[1,1]; 
f o r j : = 2 t o 6 d o 

B l i . l ^ m a ^ B I i - I . I J . A I i . l ] ) ; 
for i:=2 to 5 d o 

f o r j : = 2 t o 6 d o 
beg in 

B[i,j]=max(B[ij-1],B[i-1,j]); 
B[ij3=max(B[ij],A[i,j]); 

end; 

K[i]:=K[i-1]+K[i-2]; 

B[1,1]:=a[1,1]; 
for j :=2 to 6 d o 

B[1,j]=A[1J]; 
for i:=2 t o 5 d o 

B[i,1]=A[«,1]; 
for i:=2 t o 5 d o 

f o r \ : = 2 t o 6 d o 
if A[i j ]=1 then 
begin 

B[i,j]=min(B[i,j-1],B[i-1J]); 
B[i,j]=min(B[i,j],B[i-1j-1])+1; 

for i:=2 t o 5 d o (4. 6) 

K[1]:=1; 
K[2]:=2; 
f o r i : = 3 t o 1 0 d o (4. 7) 

end 
e l s e 

B[ij]:=0; 

T[0,0]:=0; 
for j : -1 to 16 d o 

T[0,j]=0; 
for i:=1 to 5 d o 

T[i,0]=0; 
(4. 9) 
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for i:=1 TO 5 D O 
FOR J - 1 TO 1 6 d o 

if j > = M [ i ] then 
T[i,j]=max(T[M j],T[i-1 ,j-M[i]]+C[i]) 

e l s e 
Ttij]=T[i-1,ji; 

for t:-Q TO N D O 

p[']:=i; 
WHILE p[0]=0 D O 
BEGJN 

FOR i:=1 TO n d o 
write(p[i] :3); 

writeln; 
J:=N; 
whi le p[j-1]>p[j] d o 

j := j -1 ; 
k:=N; 
whi le pQ-1]>p[k] d o 

k:=k-1; 
d:=pQ-1]; 
PD-1]:=p[k]; 
P[k]:=d; 
for i:=j to n d o 

r[i]:=p[N-<i-j)]; 
for i:=j to n d o 

P[']:=r[i]; 
e n d ; 

for i;=1 TO m d o 
b[i]:=i; 

repeat 
for i:=1 to m d o 
write(b[i] :3); 

writeln; 
j:=m; 
whi le (J>0) and (bD]>=n+j-m) d o 

j:=j-1; 
if j<>0 then 
beg in 



ьШ:=ьш+1; 
for k:=j+1 to m d o 

b[k]:=b[k-1]+1; 
end; 

until |=0; 

for i:=0 to m d o 
A[i]:=0; 

whi le A[m]=0 d o 
begin 

i:=0; 
A[0]:=A[0]+1; 
whi le (A[i]=n) and (A[m] = 0) d o 
b e g i n 

A[i]:=0; 
A[i+1]:=A[i+1]+1; 
i:=i+1; (5.3) 

end; 
for i:=m-1 d o w n t o 0 d o 

write(A[i] / '); 
writeln; 

end; 

whi le B[n]=0 d o 
begin 

i:=0; 
whi le (B[ i ]=1)do 
beg in 

B[i]:=0; 
i = i + 1 ; (5-4) 
end; 
B[i]:=1; 
for i:=0 to n-1 d o 

write(B[i],''); 
writeln; 

end; 

s u m m a : = 0 ; 
for i:=1 to n d o 

s u m m a : - s u m m a + a [ i ] 
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otvet:='H.eT решения' 
if s u m m a mod 2 = 1 then 

writelnfHeT решения') 
e l s e 
begin 

summa:=summa div 2; 
for i:=1 to n-1 d o 

for j:=i+1 to n do 
if a[i]<aQ] then 
begin 

k:=a[i]; 
а[П:=аП]; 
aD]:=k; 

end; 
st[0]:=1; 
st[1]:=1; 
s :=a[1]; 
i:=st[1]+1; 
if a[1]>summa then 
begin 

otvet:='HeT решения'; 
st[1]:=0; 

end; 

if a[1]=summa then 

begin 
otvet:='ecTb решения'; 

writeln(a[1]); 
end: 
while (st[1]=1) and (otvet='HeT решения') do 
begin 

while (i<=n) and (otvet- 'нет решения') d o 
begin {while} 

s:=s+a[i]; 
if s = s u m m a then 
begin 

writeln; 
writelnfpeujeHMe:'); 
for j:=1 to stack [0] d o 
write(a[stackfj]]'8); 
writeln(a[i]:8); 
writeln(ss , ' ' ,s); 



halt; 
e n d 
e l s e 
begin 

if s < s u m m a then 
beg in 

st[0]:=st[0]+1; 
st[st[0]]:=i; 

e n d 
e l s e 

s:=s-a[ i ] ; 
i:=i+1; 

e n d ; 
e n d ; {while} 
i:=st[st[0]]+1; 
s:=s-a[st[st [0]] ] ; 
st[0]:=st[0]-1; 

end; { s t a c k [ 1 ] } 
writeln; 
write ln( 'HeT решения . ' ) ; 

end; { e l s e } 
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